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Die folgenden Unteren chungen ■wurden veranlasst durch den Beweis 
eines von Gauss ohne jede Andeutung eines solchen gegebenen Lehrsatzes, 
welchen Herr Professor Schering iu seiner akademischen Vorlesung über 
Potentialtheorie im Wintersemester 1874/75 mittheilte. 

Der betreffende Satz, aus Gauss' Nachlass abgedruckt im fünften Band 
seiner Werke (Nachlasa, Zur Electrodynamik [4], pag. 605) lautet folgender- 
massen : 

„Von der Greometria sitiis, die Leibnitz ahnte, und in die nur einem 
Paar Geometem (Euler und Vandermonde) einen schwachen Blick zu thun 
vergönnt war, wissen wir nach anderthalbhundert Jahren noch nicht viel 
mehr wie nichts, 

„Eine Hauptaufgabe aus dem Grenzgebiet der geometria situs und der 
geometria magnitudinis wird die sein, die Umscblingungen zweier geschlos- 
sener oder unendlicher Linien zu zählen. 

„Es seien die Coordinaten eines unbestimmten Punktes der ersten Tänie 
X y z, der zweiten x' j' z', und: 

r/-(x--x)[d ydz'-dz d y']+(y-y)[dzd x'-dxdz-] + (z'-z)[dxdy-dydx'] 
JJ [(^■_x)* + (y'_yp + (z-_zj^]> 

= V, 
dann ist dieses Integral, durch beide Linien ausgedehnt 

= 4 m « 
und m die Anzahl der Umschlingungen. 

„Der Wertb ist gegenseitig, d. i. er bleibt derselbe, wenn beide Linien 
gegen einander ' umgetauscht werden. 

1833. Jan. 22. — ." 

Der von Herrn Prof. Schering im Jahre 1867 aufgestellte Beweis dieses 
Satzes ergibt sich bei Gelegenheit potentialtheoretiacher Entwicklungen. 

Wie in Folgendem gezeigt werden wird, ist es nicht nöthig, auf Po- 
tentialtheorie zurückzugreifen; es genügt zum Beweise des Satzes allein 
schon dei- BegrüF des räumlichen Winkels", welchen Gauss in seiner Ab- 



y Google 



— 6 — 

handlung „Allgemeine Theorie des Erdmagiietiamus" [1838. Werke, Bd. V 
Art. 38] eingeführt hat. 

Es ist diee das ränmliuhe Aiialogün deajcnigeii Winkels, unter welchem 
in der Ebene in irgend einem Punkte eine Ciirve erscheint. 

Wir werden desshalh zimächst diesen Winkel, „den ebenen Winkel", 
genauer untersuchen, iimsomehr, als die hier bestehenden Lehrsätze fast 
sämmtlich ihre Analoga im Räume finden werden. 



A. Theorie des ebenen Winkels. 

I. Beflnition des ebene« Winkels und Darstellung desselben für 
offene und einfach geschlossene Curven. 

Wir nennen den ebenen Winkel, unter welchem eine Linie in einem 
Punkte, dem Augenpunkte, erseheint, den Kreisbogen, welchen die von jenem 




Punkte nsieh den Endpunkten der I^inie geaogenen Strahlen aus der Peri- 
pherie eines, mit dem Radius Eins um den Augenpunkt beschriebenen Kreises 
heran sschneiden , 

Der Werth dieses ebenen Winkels hängt offenbar zunächst von der 
Jjage des Augenpunktes zur Curve ab. Sodann wird er in wesentlicher Ab- 
hängigkeit von der Gestalt der Curve stehen. 

Betrachten wir jedoch den ebenen Winkel mu- einer Seite der Curve, 
50 wird sich die Abhängigkeit vorzugsweise nur auf die Lage der Endpunkte 
der Curve erstrecken, da im andern Falle als Augenstrahlen eventuell die, 
vom Augenpunkte an die Curve gelegten Tangenten genommen werden 



Einige speciellen Werthe des ebenen Winkels werden gleich 
führen sein. 
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Ist eine Curvc geschlossen, und liegt der Augenpunkt iiiuerlialb der 
Curvej so ist der ebene Winkel der Aussenaeito = 0, derjenige der Innen- 
seite aber =^ Hn. 

Liegt der Augenpunkt ausserhalb der Curve au ist dei ebene Winkel 
der Innenseite = 0, derjenige der Aussenseite — ausgcaclinitten von den 
an die Curve vom Augenpunkte aus gelegten TangentialatiaLlen — gleich 
irgend einem beetinunten von der Grestalt der Cuivc und der Lage des 
Augenpunktes abhängigen Werth. 

Bei geschlosbenen <. urven werden wir für gewöhnlich den ebenen Win- 
kel nur der Innenseite der Curve in Betracht ziehen. 

Liegt nun dei Augenptmkt auf der Cmve selber, und ist diese stetig 
gekrümmt, so dasi in dem Augenpunkte eine Tangente existirt, so ist der 
ebene Winkel dei Cuive := re. 

Liegt er aber auf einer von der Curve gebildeten Spitze, so ist der 
ebene Winkel gleich dem Kreisbogen, welchen die beiden, in dieser Spitze 




an die Curve gelegten Tangenten aus der Periplierie des um den Augen- 
punkt mit dem Kadius 1 beschriebenen Kreises ausschneiden. 

Verläuft endlich die Curve nach beiden Seiten in's Unendliche, bleibt 
aber beständig auf derselben Seite einer durch den Augenpunkt gelegten 
geraden Linie, so ist der ebene Winkel der diesem Punkte zugewandten 
Curvenseite wieder gleich n. 

Es wird nun zunächst nöthig sein, einen Ausdruck für den ebenen 
Winkel einer Curve abzuleiten. 

Sei S irgend eine stetig gekrümmte Curve, welche wir in der Zeich- 
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nung von unten nach oben positiv rechnen wollen. Sei x' y' der anf der 
linken Seite der Curve S liegende Augenpunkt, 2 die Peripheiie des um 
denselben mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises. 

Dann wird dm-ch die von jenem Punkte nach den Endpunkten des 
Citrvenelementes d S gezogenen Strahlen aus der Peripherie 2 der ebene 
Winkel jenes Elementes, d E ausgeschnitten. 




Sei r die Entfernung eines Punktes des Elementes d S vom Punkte 
x' y' — welche wir von x'y' nach dS positiv rechnen — , so besehreiben 
wir mit r als ßadiua um x' y' als Mittelpunkt eiqen Kreis s. Ans diesem' 
werden die nach d S gezogenen Strahlen das Element d s ausschneiden, des- 
sen ebener Winkel natürlich auch = d Z' ist. 

Wir haben nun nach bekanntem Satae 

Nun können wir ds auffassen als die senkrechte Projection des Klc- 
mentes dS auf die Kreisperipherie s. Es ist mithin: 

ds = dS cos(d9,dS), 
wenn wir mit (d s, dS) den Winkel zwischen ds und dS — welche wir in 
derselben Weise positiv rechnen — bezeichnen 

Ist nun N die Normale zu dS, welche v,u mit Rncksitht auf die 
Richtung der Curve S stets nach links positiv rechnen so k nnen wii an 
Stelle des Winkels (ds, dS) den Winkel zwischen den zig hoiif,pn N i 
malen r und N, also (r, N) einführen und erhalten s mit 

ds ^ dS cos (r,N) 
Hier sind nun ds und dS absolute Grössen. Es i'<t mitlim auch lom Cosmu'* 
der absolute Werth zu nehmen. Da wir nun s m gleicher Weise positiv 
rechnen wie S, d. h. so, dass der Punkt x'y aut dei linken Seite \ou a 
liegt, so sehen wir, dass der Wmkel (ds, dS) spitz (r N) alei 'stumpf ist 
Wirj müssen den Cosinus des letzteren also mit emem Mmuszeithen i.'isehen 
und erhalten dann 

d s = — d S cos (r, N). 
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Tragen wir mm auf der Normdo 



ilirem AnfaTigspmiUtu an das 

s 




cos (r, N) : 



Stück dN ab und projiciren dasselbe auf r, so entsteht hier das ccirrespi 
dirende Differential dr. Es ist dann 

dr 
'' dN' 

und zwar werden beide Seiten für einen stumpfen Winkel negativ, da - 
als wirklieher Differentialquotient aufzufassen ist. 
Wir haben also jetzt 



dN ' 



sowie, wenn wir diesen Werth v 
AE = 



i d s in die Formol für d i' einführe 



Hierfm- hahei 
hängen kann : 



~ " dr " dN 
■ unmittelbar, da log— eben i 



dr = 



dlog7 



dN 



-^ dS. 



■ dureh r von N" ab- 



Diese Formel gibt also den Werth des ebenen Winkels an, unter 
welchem im Punkte x'y' das um r entfernte Curvenelement dS erscheint. 

Hier haben wir nun angenommen, die Normale N sei auf x'y' zu — 
d. h. entgegengesetzt gerichtet wie r. Ist sie von x'y' ab, d. h. mit r 
gleichgerichtet, so ergibt eich unmittelbar — da dann die Winkel (ds, dS) 
und (r,N) gleichzeitig stumpf oder spitz sind — 
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__ diog: 




Um nun den ebenen Winke] der ganzen Curve S zii erhalten, haben 
wir die ebenen Winkel aller Curvenelemonte d S zu siimmiron, d. h. haben 
wir rechts über die Curve S, links über dasjenige Stück der mehrerwähnten 
Kreisperipherie zn integrireu, welches durch die nach den Eckpunkten der 
Curve S gezogenen Äugenstrahlen ausgeechnitten wird. So erhalten wir, 
wenn die Normale N beständig auf x' y' zugewandt ist, 

luid wenn N beständig von x' y' abgewandt ist, 

Ist nun die Normale N theils dem Punkte x'y' zugewandt, theils 
von ihm abgewandt, d. h. bildet die Curve S eine Ausbuchtung, wie in 




nebenstehender Figur bei B imd C , so legen wir von x' y' an die Curv 
zwei Tangenten, welche dieselbe in B und C berühren, also gerade die Aue 
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buclitimg ausschneiden. Natürlich kann S bei B und C auch Spitzen bil- 
den, also die Gestalt einer Zickzacklinie besitzen, ohne dass die Betrachtung 
und das Resultat geändert würden. Dann ist der ebene Winkel der Strecke 
BC — auf welcher also N von x'y' abgewandt ist — negativ, derjenige 
aber der von denselben Strahlen aus- 
geselmittenen Strecke CD — ■ auf wel- 
cher N nach x' y' hingewandt ist ■ — 
jenem gleich, aber positiv. Wenn wir 
also den ebenen Winkel der ganzen 
CuiTe AE bilden, d. h. die ebenen 
Winkel der einzelnen TheUe summiren, 
so zerstören sieh die den Strecken BC 
und CD zugehörigen Theile, und es 
wird — wie dies auch unmittelbar zu 
erkennen — der ebene Winkel der 
ganzen Curve denselben Werth be- 
sitzen, als wenn die Curve gar keine 
Ausbuchtungen bildete. 

Ist nun die Curve S geschlossen, 
und liegt der Augenpunltt x'y' ausser- 
halb, so werden die einem Elemente 
dS entsprechenden Äugenstrahlen die 
Curve eine gewisse Anzahl von Malen 
durchsetzen — in den Punkten 1 234,, 
— imd zwar ist diese Anzahl nothwen- 
dig eine gerade. Im Elemente d S i 
ist nun die Normale Ni von x'y' ab- 
gewandt, im Elemente dSa ist Na zu- 
gewandt u. s. f. ; wir erhalten mithin 
für alle von denselben beiden Strahlen 
ausgeschnittenen Curvenelemente : 
d 



- AS = 



AS = 



dN 



-^dSi 



?-dS2 



dN 
dlog 

d"N^ 

dN. 

Die Addition sämmtlicher Glieder 
ergibt also wegen der geraden Anzahl 
derselben 



d^ = 



<[E=- 



-dSs 



^dS4 
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wo die Summe über alle 
olemeiite aiiszuJehnen ist. 

Filr zwei andere Strahlen 



y. d log 7 , „ 
denselben Strahlen ausgeschnittenen Cm 
rden wir analog erhalten: 



S- dS. 



Summiren wir nun über alle diese Strahlen , welelie von x' j' über- 
haupt nach Elementen der Curve gezogen werden können, so erhalten wir 
linker Hand den Werth Null; rechter Hand erhalten wir jedes Element 
der Curve S, und zwar jedes nur einmal. Die so entstehende Doppelsumme 
ist also nichts anderes als das über die Cmrve S erstreckte Integral 

J dN 

Wir erhalten mitbin für den Werth des ebenen Winkels einer ge- 
schlossenen Curve in Bezug auf einen ausserhalb liegenden Augenpunkt 

Liegt nun der Punkt x' y' innerhalb der Ourve S, so ist die Anzahl 
der Punkte 1 2 3 . . . , in welchen ein von x' y' ausgehender Strahl die 




Curve ii'ifft, iiiiuicr ungerade. Tni Klemeute dSi ist hier die Normale naiih 
x' y' hingewandt, Im Elemente dS2 abgewandt u. a. f. Wir babon also hier 
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tür dio von denselben Strahlen ausgeeclinitteoen Elemente <1 S die folgende 
ungerade Anzahl von Formeln : 



+ ii = 



dN, 

dNj. 

I , ,, d log ,, , ^ 



deren Addition ergibt 






dS, 



wo die Summation wie vorher Über alle von denselben Strahlen ausgeschnit- 
tenen Curvenelemente auszudehnen ist. Summiren wir nun auch hier noch in 
Bezug auf alle diese Strahlen, ao erhalten wir wie vorher rechts das über W 
erstreckte Integral . i ± 

y%-^ -IS. 

Links ergibt sich in diesem Falle dass über die ganze Peripherie 
des um x'y' mit dem Radius 1 beschriebenen Kreises erstreckte Integral 
/ A £. Da nun dessen Werth ^ 2n ist, so erhalten wir als WeriJi flir 
den ebenen Winkel einer geschlossenen Curve in Bezug auf einen innerhalb 
derselben liegenden Augenpunkt 

Auch hier erkennen wir, dass Ausbuchtungen der Curve, bei welchen 
also dio Normalen theils dem Augenpunkte zu-, theils von ihm abgewandt 
sind, nur paarweis gleiche und dem Vorzeichen nach entgegengesetzte Terme 
unter dem Integrale hinzufügen, welche also, da sie sich gegenseitig zer- 
stören, keine* Aenderung an dem Werthe des Integrales hervorzubringen im 
Stande sind. — 

Liegt nun x'y' auf der als stetig gekrümmt angenommenen Curve, so 
wird unter dem Integrale r einmal der Null gleich, die zu integrirende 
Function also einmal unendlich. Wir können diesen Fall also nicht als 
Gränzfall betrachten. Direct ergibt sich aber unmittelbar 



•^ÄI dS, 

dN ' 



/dlof 



da der ebene Winkel, unter welchem eine geschlossene Cui've in einem 
ihrer Punkte erscheint, nach den vorausgeschickten Bemerkungen stets = n 
ist, wenn die Curve in diesem Punkte sich stetig krämmt, d. h. eine Tau- 
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II. Betrachtung d«8 Falles metrfacli geschlossener Curven. 

Die vorhergehende Kntwickelung gilt für den Fall, dass die Curve S 
nur einfach geschlossen ist. 

Ist die Curve mehrfach geschlossen, ao können wir sie stets auffassen 
als einen Complex von mehreren einfach geschlossenen Curven, von denen 
immer zwei oder mehrere einen Pmikt mit einander gemein haben — einen 
der Durchkreuzungspunkte der ganzen Curve S mit sich selbst. Haben die 
einzelnen Theilcurven mehrere Punkte mit einander gemein, so können wir 
sie uns durch Verschiebung stets in die einfache Lage gebracht denken, in 
welcher sie nur einen Punkt gemeinsam besitzen. 

Liegt nvu! x' y' irgend wo innerhalb der mehrfach geschlossenen 
Curve S — weiche also in nebenstehender Figur aus den Theilcurven S' 




Sa Sa besteht — , so wird er in Bezug auf einige der Theilcurven als in- 
nerhalb, in Bezug auf andere als ausserhalb liegender Augenpunkt gelten. 
Beachten wir nun, dass der ebene Winkel der ganzen Curve S gleich der 
Summe der ebenen Winkel der Theilcurven sein muss, da unmittelbar 
besteht 






(s.) , 

J dN ■' dN 

sämmtliche Integrale in derselben Richtung genommen, — so können wir 
unmittelbar unsere vorhergehenden Sätze anwenden. Es sind also die Inte- 
grale rechter Hand je = 0, wenn x'y' ausserhalb der Integrationscurve 
liegt, je ;= 2 n, wenn x' y' innerhalb der Integrationscurve hegt. 

Es ist also der ebene Winkel einer mehrfach geschlossenen Curve S 
/''d log ,. 
'■"dN 



/'dl. 



IS ■- 
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oft die Curvc S den Augenpunkt x' y' 



wenn äie Zald m angibt, 
schliesst. 

Liegt nun x' y' auf einer der Theiicun'cn 81 Sa . . ., so tritt — wenn 
wir die Durchkreuzung Bpunkte auaschüeaaeii — rechter Hand noch die Grosse 
-|- Ti hinzu, wenn die Curve stetig gekrümmt ist. 

Für einen Durchkreuzungapunkt als Augenpunkt lässt sich der Integral- 
werth nicht allgemein angeben, da derselbe von dem Winkel abhängt, unter 
welchem sich die Cm've S durchkreuzt. 

Nur in dem Falle, wo sich die Curve S in den Durchkreuzungapunkt en 
berührt, tritt oben rechter Hand noch das Glied -|- ^ ^ hii^u, wenn n die 
Anzahl der sich in einem Durchkveuzungspunkte berührenden Curventheile. 




In nebenstehender Figur iiege x'y' in dem Punkte A, in welchem i 
drei Theilcurven berühren. Wir haben also hier, da eine Theilcurvo 
Punkt A noch umachliesst, 



J d"N 



--2n +3.7, 



Schli essen wir nun die singuläreu Durchkreuz ungspunkte aus und 
nehmen wir an, die Curve S sei n-mal geschlossen, so erhalten wii', wenn 
x'y' entweder ausserhalb S, oder auf der ersten Theilcm-ve, oder iimerhalb 
derselben, oder auf der zweiten Theilcurve, oder innerhalb dieser u. s. w. 
liegt, successive für das Integral 

folgende Werthe 

0,n,2Tc,3Ti,4;T... (2n-l)n,2n:i.— 
Wie das Resultat sich gestaltet , wenn die Theilcurven nicht die 
einfache Lage haben , sondern sich gegenseitig schneiden , ist leicht zu 
erkennen. — 
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111. Analytische Darstellung des Ausdruckes für den ebenen Wiukel. 
Geometriselie Interpretation. 

Niuht ohne Interesse ist es, den Ausdruck für den ebenen Winkel 
einer Cui-ve aualytiscli in den Coordinaten auszudrücken, da sich hier eine 
bemerkenawerthe geometrische Interpretation der unter dem Integralzeichen 
stehenden Function ergeben wird. 

Schreiben wir unser Integral 

brch die Coordinaten des Ele- 
1 N abhängen kann , die Glei- 



so haben wir zu beachten, dass, da r nur 


durch di 


montea d S — welche wir x y nennen — vi 


on N abi 


chung besteht 




dr dr dx ^ 


dr dy 


d N " d X ■ d N ' 


dy iS 



=-_ ^sz^' 1^ u y—y' ^y 

r ■ dN ' r dN 

weil rr = (x— x')* + (y — y')* 

Ferner haben wir unmittelbar, unserer Festset/.ung über die positive 
liiehtung der Curve S gemäss, 

i~ d S = d ö cos (x, N) 

dN V ' -' 

= — d S coB (y, d S), 
da der "Winkel (x, N) und der Winkel (y, d S) sich um n unterscheiden. 

Es ist nun d S cos (y, d S) gleich der senkrechten Proj(iction von d S 
auf die y-Achse, also gleich d y. Mithin ist 



j-jjdS = -dy, 



Analog erhalten 



^^iS..aSc.o,(y.S) = dSeos(x,dS) 

= + dx. 
Nach alle diesem geht also unser Integral über in 
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^y[. 



Hiert'llr können - 
S zu nehmen sintl 

fihgr 
■' clN 



(x~kO<1.t - 
idlich auch s 



;hreiben, da die Diiferentiiite uiieli 



=/[(-■): 



, dS - (y-j-) 



dx 



dS 



' dS"" " "dS' 
Nach einem beltannten Deternimanteusatze ist mm dev FlüchoiiiiihaU 
eines Parallclogi'ainmes , dessen eine Ecke im Coovdinatenanfaiig' hegt, und 



dessen beide anderen bestimmenden Ecken die Coordinaten : 
besitzen, gleich 



und xs y 



Nun ist im obigen Tnte^fr! 
s-Achse, (y—y') diejenige von r 



le (x— K') (Ue 
auf die y-Aclifto 
dx , 



Klx'n 



dS 



dS dii- 



Protection von d S auf die y-Achse, ,-^ dS diejenige von dH suif die x-Achse. 
Lassen wir also diese vier Grössen die Coordinatcn von awci i-'nnktcn be- 
deuten, und nehmen wir noch den (Joordinatenanfang Ott hinzu, ac erkennen 
wir, dass 



(x-xO^dS 



dS 



f>-y)J^dH: 



l(- 



.') 



=iffi*« 



'dS 

(y-r) 1 

den Flächeninhalt eines Pavalielogramines bedeutet, 
den Seiten -dcf Grösse und Richtung mich gleich i 
Interpretiren wir nun auch den unter dei 
Nenner vr geometrisch, so erhalten wir 



J < 



dS 



■^dN" "■■■■ ~ ,/ 
^.Flächen-Inhalt eines Parallelogi 



dr 



(Seiten : 



, dS) 



■/ Flächen-Inhalt des Quadrates ^ rr. 

D. h. /)ct- Atüidwch für den ehmim Wink^} ^ unter weldmn m m/mrl 
einejn Punkte eine Curve ersckdnt, ist gleich einem über äiPM Cni-ve a^xtreAfp.}) 
Integrale, desseit jedes Elmmtnf, das Verhälfiii^^ dn- FlürJii'iihiliaUi' zirfiicr i'hf- 



Durch Einführung i 
dass im Falle einer um 
unseres Integrales = 2 71 



I Polarcoordinaten ist > 
' y' einfacli gesclilussei 



neigen, 
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X = x' -J- r cos <fj 
y = y ]~ rsmy, 
so ist also 

X — x' :^ r cos qn ; y — y' = r sin q^ 
d X = ■ — r sir. (p. d <p |- d v . cos cp 
dy ^ r cos if . üiy -\- d r . sin q". 
Mitliiii 

(x— x')dy — (y~y'}dx = 

!■ !■ COS ^ip , d if' + r (1 r . sin y . cos <f> 

-[- i: r ain ^ 9 . d i)i — r d v . sin ij) . cos <f 

^= r r (sin "9 4- fo^ ^<i')(\<P = r r i] if. 

Also ist 

und dies ist, da bei einer einfach gesell lossenen Cnrvc zu integriren ist vo?i 

= 2 71. 

Audi liior ist leicht zu erkennen, diiss Ausbuchtungen der Curve olinc 
Einfluas auf das Resultat sind. 

Liegt nun der Augenpunkt ausserhalb der (?urve, so ist das Tutegi-al 

I dtf =^ 0, da die Elemente unter demselben paarweise einander gleich 
und entgegengesetzt airftreten, Oder , wie wir aucii sagen können , es ver- 
schwindet das Integral / —t^—- ' d S , weil es über eine gesehlossene Cuvve 

S ersti'eekt ist, und die Funktion luiter demselben Innerhalb der ganzen 
von S begränzten Flüche eindeutig, stetig und endlich bleibt, — 



IV. AllgemeiiiH! Letrsätze. 

Aus dein bisher (gesagten ergeben sich nun mit Leichtigkeit folgende 
Bemerkungen. 

Sind S S' S" . . . geschlossme Ourven und existirt ein Punkt x' j', wel- 
cher gleichzeitig innerhalb al,lef dieser Curven liegt, so ist stets 

Äfi dg = A'-|i dS' =f^ifAS" et,:. 
•' dN ' -/ dN' ■' dN" 

ivo r r' r" ... die Entfernungen von x' y' resp. nach dS dS' dS" . . ., 

N N' N" . . . die nach innen gerichteten Normalen zu d S d W d S" . . . hc- 

s'eichivm. " 

Natürlich sind diese Litegrale nuf deshalb einander gleich, weil sie 
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ilurpli geachloHSfiiiu (Jurven ausgedehnt, sind und weii iimnriiiillj aller dieser 
(Jurven der Punkt x' y' liegt — dev ebcnn Winkel «iiier jeden (^urve iii 
diesem Punkte also = 2n ist. 




Aus gleichem Grunde besteht: 
Sind S S' S" . . . stetig (/elirümnit'- mifarli f/rar/tlosum'' Cur 




sich xämmtUch in ei-iwii und demselhu^i Pimktp, x' y' urhnmhn oder bn 
so ist stett 



j dN" "'' ~y "dN"' 



dS' 






dN" 

vo rr' r" . . die Entfetimngm von x' y' resp. nach dS dS' dS". . . hedmtm. 

Hier ist nämlich der Werth einer jeden der Integrale = n. Desshalh 

;ilt der Satz nach der am Anfange dieses Theiles gemachten Bemerkung 
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aueli dann imuh, wenn eine odör meliveve iler Unrveii 8, nacli beiden Selten 
in's Unendliche verlaiifend, beständig je siuf derselben Seite, einer durch 
x' y' gelegten Geraden bleiben. 

Einige mteressaiite Sätze ergeben sich nnn, wenn wir den Augenpunkt 
Cnrven und Flächen beschreiben lassen. 

Ist S geschlnssen und liegt x' y' innerhalb, so haben wir also 

J ,K\ 'i^ - -'^■ 
Lassen wir niui x' y' irgend eini; beständig innerhalb Ö verlaufende 
geschlossene oder nichtgeschlossene (.Jurve S' beschreiben, so bleibt der Werth 
obigen Integrales beständig = 2 ji , da er unabhängig von der Lage des 
Augenpunktes innerhalb S ist. MultipHciren wir daher mit dem Elemente 
dS' und integriren wir über S', d. h. bilden wir für jeden Punkt der 
Curve S' das obige lutegi'al und summiren wir alle diese Werthe, so ergibt 
sich unmittelbar 

wenn S' die Länge der von x'y' beschriebenen Cm-ve, Also: 

Ist B ehie gescidossejte, S' irgend eine andere mnerlmlb S verktufmilf 
(Jufve, hemcJmet r die .fhitfernung eines Elenmites der Giirve S' midi ehmii 
Elemente der Owree S, und N die nach innen gerichtete Normale S7f S, so 
ist die Länge der Oiirve S' misgedrilckt (bireh dan über diese heldeii Cmimt 
eratr echte DoppdiiUe.'/ral 

(S') (S) , 

Liest mm clor Pmikt x' y' ausserhalb der Curvr S, «) lialieii wir 



/^S=--- 




Lassen wir aUd hier den Punkt x'y' ii'f:;end eine, 


be«tiliulig »u»»er 


S verlaut'eudc Curve S' beschreiben, so folgt 




./ds7i|g^ds=o. 





Also: 

ht S eine- gm'ldnssene , S' irgi'iid i'i)ii' amU-i-c, ('vrri'., urlrlir hi-flihvliii 
crlialh S vrrlihift, xo ist hei gldchn- ßndeiitmu/ fiff (If/iMfu r ■lunl N irir 
er ilitK ■über iic'idi' Ckiiimi erstreckte DojtpeihiUfjral 



I'^PW'' 



> ihr N<>)l yh-!ch. -- 
Lassen wir nun x'y' eine Cm-ve S' beschreiben, welche die t\v 
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(luruhseUt , also niuht liestiindig jimcrhalb, iiuuh lesdiglicli ausserhalb S ver- 
liiiit't, iirul bilden wir dann für jeden Pmikt der Cm-ve S' das Integral 




/■ — ^Xt' dS, so ist dieses tiir alle nusserhaib 8 liegenden Curvonpunliie 
:= 0, für alle innerhalb S liegenden Punkte von 8' aber = 2ii. Multipli- 
eiron wir also dit«es. Integral mit d S' und integriren Über Ü', so erhalten 
wir als Werth des so entatehenden Doppelintegrales 2ji, multipliuirt in die 
Länge des innerhalb S liegenden Stückes der Curve S'. Also : 

/s( S' irgend eine Cwve, welche die einfach (feschlosseiie Oitite Ü eimiiut 
oder ntehrm-e Male dttrcitsetzt, so ist die Summe der Längen der innerlialh H 
liegenden Theile der Curve S' o/iisgedrUckt durch das übe^' beide Üimm erstreckte 



.y^«7'"i'"' 



ivo r die Kntfernuwj emi dH' wich dH, N die nuch innen yerichtete Nonnulc 
zu dS. 

Dieser Sata ist der allgemeinere, deiui. er umfasst offenbar die vorher 
angegebenen als spezielle Fälle. 

Lassen wir mm die Cui-ve S' geschlussen im imiern von H verlaufen 
und lassen wu' sie mit S zusammenfallen — so bedeutet das nur, dass wir 
den Augenpunkt x' y' auf der Curve 8 selbst fortsi:lireiten lassen. Da aber 
dann der Werth des Integrales 

wemi S stetig gekrümmt ist, beständig = ^i ist, so ergibt sieh unmittelbar 
(S') (,S) , 

■wenn d S' d H zwei Elemente derselben Cm've Ö bezeiehnen. Also : 

Bezeichnen mr mit r die Entfernung eines Elementes der einfach ge- 
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seil c ^^J J^ ' ' Curm Ö nach eimm andern Elemente deradhen 

Cu-Vf itt "^ le -cl ttmen gerichtete Normale zur Ouroe H, so ist die Länge 
dteset Ou t e ausge h uckt iurck das über diese Curee S erstreckte 
jfeq al 



\/-/^#-. 



o / 1 s «/ 1 b Elmn&nte ilerselbert (hirve ^ t 

Iit 1 n S e 1 e geachlossene, iiinerhalb S verlautende Curvo, so könoen 
wir den Augen] i kt d e von S umschlossene Fläche Pg- beschreiben lassen. 
B Ide w also lan flu jeden Punkt dieser Fläche unser Integral und sum- 
e V r Ue lieue M eithe, so entsteht 



yaP./%-dB = 2,..p.. 



T)iiri;hkr<;iifien sieh die beiden geachlossoneii Curvc^n S und 8', und ist 
P|' das iriTierlialb H liegende Stück der Fläche Pg- , so ist sofort : 



/-»^/^^ 



dÖ : 



2 n . n 



Wir könnon also allgemein sagen: 

Bezeichnet Ps' den von irgend einer Curve Ü' umbclUobbmm Flcltken- 
raum, r die Entfernung eines Elementes desseiheii, natli dein Elrmenfe liner 




andern geschlossenen Curve S, endlich N die nach innen gericlitete Normale 
SM S, so ist der innerhalb 8 liegende Theil von Pg^ ausgedruckt durch das 
Integral 

1 /■ /dlogt 

2J'JMw-dö- 



Bez 



lehnen i 



erhalten wir unmittelbar: 



- endlich mit Pg den von 8 selbst begränaten Flächen- 
die Begi'änzungseurve S selbst itusschliessen — , so 
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Der von einer einfach f/eschlossmeft Oui've H beijräiiste Fläclienraum Ps 
ist divryestellt durch das Hier tUesm Baum wid über die Ourm erstreckte 



SnJ V dN ' 



2n 

wo r die Entfhtiung von dPs nach d S, N dit, natk mnen yerirhtete Noi male 
zu d S bedeutet. 

Wie leictt zu erkennen, gestalten bich dip hiei lutgestellten batze nicht 
so einfact, wenn wii- fiU- S eine mehifich geschlossene fuive nohmen. 
Denn dann treten die einzelnen Theile der (Jurve S' oder der Fläche Pg. 
rechter Hand mit verschiedenen Factoren: 27i , 4jt , 6jt . . ., auf. Ebenso 
erhalten wir rechter HanÖ , wenn wir x' j' die aus den Theilcurven öi a^ 
ffs . . . bestehende Cui-ve S selber beschreiben lassen die Summe 
n (71 -\- 3 n ff2 -|- 5 71 (TS etc. — 



V. Ulistetigkeit des Ausdruckes i'iir den ebenen Winkel. Sutz ülier 
die Burchkrenzungeü ebener Caryeii. 

Ein höchst int (pressanter Satz ergibt sich, wenn wir das Iiit(igrii! 

(S) 

J ds ''*' -y (x-xo- + (j-ry 

wo nun S eine einfach geschlossene oder nieht geschlossene (Jurvt:, nach ti' 
differentiiren , wetm 8' wieder die vom Augenpunkte beschi-iebene Cui'vo 
bedeutet. 

Da nur die Ooordiuaten x' y' von B' abhängen und da wir wegen 
der Unabhängigkeit von S und S' direct unter dem Integrale differentiiren 
können, so ergibt sich sofoi-t, wenn wir nach der Differentiation mit dem 
Differentiale d S' multiplieiren 

(S) 
/■|(x-xO [(x-xO [dxdy + dydx'l - (y-y) Idxdx' - dydy'j] 

- (j-r)[(j-r) iiitäy + djdx'j + (x~xo idxdx^ -dydyij) . i 



= y'j(x-x')' [dxdy + dydx'l..~^(y-y)' [dxdy + dydx'] 
- 2 (x-x') (y-y) [dxdx' - dydylj • ,!. 
Ist nun S' eine geschlossene Curvc , welche keinen Punkt mit der 
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Cnrvo S gemciii hat, so rlass die Functionen unter den Integra,!/ eichen 
endlich bleiben, so ergibt die über 8' auHget'iihrte Integration 

(S')(ß) " = 

/ [[("-''■)' [■l>=Jy' f Jyäj-'l - (y-j')' Idxdy + dydx'i 

- 2 (x-xO (y-y) läxdx' - dyd,'jl.±, 
da jene erste Seite ein vollständiges l^ifi'erential ist. 

Um für den Fall, daas sich die beiden Ciirven Ü und Ö' durchkreu- 
zen, den Werth des obigen Doppelintegrales zu ermitteln, müssen wir vor- 
her folgende (Jntersuehnng der Unatotigkdt unseres Intcgmles / dlog — 

anstellen. 

Haben wir die Uurve S, bei welcher die Normale nach irgend einer 
Seite positiv gerichtet ist, und befindet sich der Augenpunkt auf der Seite 




von S, von welcher die Normale ausgeht, so können wir diese Uurve mit 
HUfe der Curve u zu der einfach geschlossenen Curve s stets so ergän- 
zen, dass die Normale zu S, als Normale zu s betrachtet, nach dem Innern 
von s »II positiv gerichtet ist, imd dass der Augenpunkt x'y' iiincrh;ilb der 
Curve B liegt, Dann ist offenbar 

(Ö) (.) ia) 

-/ dN "^ - 7 aN ' ■■' dN 

Wir lassen niui den L'unkt x' y' auf irgend einer Linie durch H hin- 
durch gehen und bezeichnen mit -|- £ und — e die beiden, S unendlich 
nahe auf der positiven und negativen Seite liegenden analogen Funkte dieser 
Linie. 

Bilden wir dann die Differenz der Wcrtlie des obi^vii integrales- für 
diese beiden ['unkte, so haben wir 
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(») , w , 

L-' dN '"J+(^l./ dN "°J-8. 
Nun ist nach Frlihyrcm 

(•) , 

dN J+t 
; Hegt; ferner 



\ß 



[/ 



(■) , 
■dlos-, , 



dN 



da hier x'y' ausserhalb s liegt, H«(iiimi ändert sich diis Integral 

(») , 

/■dbgF 

stetig beim Durchgangs durch die (Jiirvo Ö, es heben sich also tÜo WcvIIk* 
desselben für die einander unendlich nahe liegoiden l'nnkte -|- i und -^ i- 
gegenseitig auf, luid es bleibt 

[/a"l'^<l+.-[y-il^"^«]-. = »-; 

D. h. Der Wevth des eberiert Winkels, unter welch&in in einem Atiym- 
pmikte eint (Mrce S erschsitU^ ändert sich spmngtcme tim 2ic, iceim wir mit 
dem Atigenpunkte durch die Our-ce S hhidwclujeiten. 

Diese Unstetigkeit unseres Integrales wird mia nun zu einem bestimm-' 
ten Werthe des Doppelintegrales jmg. 24 tilhren, wenn sich die beiden 
Curven S und S' durchkreuzen. 

Betrachten wir zunächst den fall Einer Durchkreuzung. So mlisscn 
wir vorab über den Sinn einer jjositiven uder negativen Durehkreuaung 
eine Festsetzung machen. 

Die geschlossene Curve W rechnen wir in bekannter Weise positiv. 
D. h. wenn wir durch Drehung und Verschiebung das Coordinatonsysteni 
in eine solche Lage bringen, dass die x-Achse die Curve berührt, die y-Ächse 
mit der (nach der von S' begränaten Fläche hin positiv gerechneten) Normale 
zu S' coincidirt — so rechnen wir H' positiv nach der positiven Richtung 
der X-Achse. 

Bei der oft'enen Om-ve S hängt es von unserer WiUküi- ab, nach wel- 
cher Riohtuus^ wir sie positiv rechnen wollen. 
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Wir rechnen sie nun allgemdii stüts |)ositiv nach der yiositiven Rich- 
tung der X- unfl y-iichso, so dass die Kichiimg der Normale coiDcidlrt im 



mit der poaitiveri Kichtnng der y- niid der negativen der 



Die positive Seite von H ist also dann diejenige , nach weicher die 
Normale gerichtet ist, und wir sagen, S' durchkreiiat S in positivem Sinne, 
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wenn die Richtim;; von S' clor lliohtimg der Ni)rm!ilc üiitgcgengesetat ist, 
dio Uurehkreuzung also von der positiven n-Anh der ncgativoi Seite von S 
hin stattfindet. 

Dann würde in nebensteliender Figur a) die Durclikreuzung positiv, 
in b) aber negativ sein. 

In a) beginnen wir die Integration in dem auf der negativen Seite 
von S unendlich nahe an Ö liegenden Punkte — 6 von ö' und enden in 
dem aiif der andern Seite analog liegenden Punkte -\~ s. 

Wir erhalten also dann auf der rechten Seite unserer Gleichung 

(SO (S) 

- 2(x-xO (y-y) [dxdx'-dydylj . '„ 

wenn wir die Integration auaführen und di(! an den Gränzon bestehenden 
Wertlic Kubstituireu ; 

r/-_^i<'^'f dsl -lY-^^döl 

U dN J+t U dN '^J — f 

und dies ist dem Voraus gosehiekten g(imäss = n. 

Im Falle einer positiven Durchkreuzung haben wir also 
50 (S) 
y j(x--x')- [dxdy + dyJx'l ~ (y.--yOMd>'<i.V f «lyäx'l 

— 2 (x— X') (y— y) Idxdx' — dydy'] j • ;, = 1 .2ii. 
In h) beginnen wir die Integration in -|- s lind endim in — E, eihiilten 
also aut der rechten Seite 

und dies ist gleieh — 2it. 

Im Falle einer negativen Durchkreuzung besteht also 
(S')(S) 
//j(x-x')=' [dxdy + dydx'l - (y-rr [A^df + dydx'J 

- 2(x-x') (y-y') [dxdx' - dydy]j - -^ 

= —1.2^. 

Betrachten wir nun gleich den Fall mehrerer Durchkreuzungen. 

In der folgenden Figur haben wir z. B. drei Durchkreuzungen: eine 
negative von — si nach |- si und zwei positive von -|- £a nach — ea 
und -[- 63 nach — es. 
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"Regiiinen wir ilit Intcgraüoii boi + £i, — 




könnten auch bei — ss oilcr — ■ Si begmncii - s(i kniet lÜc /weite tieile 
unserer Gleichung, wunu wir kuf ÄhkürKimg setzen 






folgcndermaaaaoii 
odoi 



1V__ 



Hier ist die erste Kknimcr-gröasü = ''in, die zweite ebentallö = 2 ti, 
die dritte = — 2 n. 

Wir erhalten also im Falle zweier positiven und einer negativen Dureh- 
kreuzuiig 
(S')(S) 
/ / |(x-xr Idxdj' + dydy'l - (y-yO' [dxdy' + dydx'l 

- 2(x-x') (y-yO (dxdx'-dvdy'l } . i 
= 2 . 2 » — 1 . 2 n. 
Ist allgemein die Alizahl der positiven Diirelikioiizungou = m, die- 
jenige der negativen Dniehsetziiiigen = n, so ist der Wertli unseres Doppel- 
integrales 

2i.(iii-~-ii). 
Also; 
Ist ii eiwi bdi'Mge Ciin:e , de.rm Elfiiie^d die Coordinaten x y he.^tlst, Ut 
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S' eine heUebig geschlossene Oitrve, deren Menmit die (Jowdinaten x' y' £p- 
sttzt, bezmchnet v die Entfernung eines Punktes der Ourve S' nach einem 
Fimkte der Ou'tr.e B, m tat der Wertk des i'dyer heid-e Oiirr.en erstreckten Dnppel- 



(SO{S) 

J yj(x-xO' Idxdy + dydx'l ^ 1,.-;.')' läxclj- |- dydx'l 

- a(x-xO(y-yOI<lx<l.c'-Jy<lrl!- ',. 
(jUicIl 

2 71 (m— ü), 
imnii 111 die Aiizuhl ihn positiven, n diejenige der viiidivfii DiircJd-rMivviujn 
lie.ider Giirrm. — 

Der Wertli des Integrales ist also ^ 0, wenn beide Curven keinen 
Punkt mit einander gemein haben, denn dann ist sowohl in =: als auch 
n = 0. 

FeiTier ist der Werth des Integi-alee ^ 0, wenn m = n ist, d. h. 
ebensoviele positive wie negative Durchsetzungen stattfinden. Dieser Fall 
tritt stets ein, wenn beide Curven S und S' geschloBsen sind, da dann die 
Durchkreuzungen paarweise mit entgegengesetzten Vorzeichen auftreten. 

Soll also unser Doppel integral einen von Null verschiedenen Werth 
besitzen, so diirf jedenfalls nur eine dei- Curven gcHchliisscii stsin. -— 



B. Theorie <les rriumlichen Winkels. 

VI. DcÜHitioii des riiumlicIieTi Winkels und Darstellung desselben 
für offene und einfiich geschlossene Oberflächen. 

Unter dem räumlichen Winkel, unter welchem in einem Augenpunkte 
ein Körper (ider eine Oberfläche erscheint, verstehen wir das Flilelienstüek, 
welches die vom Augenpunkte nach allen Punkten der Begviiiizuiig der 




Fläehe gelegten Strahlen — oder allgemein die vom Augenpunkte an den 
Kürper gelegten Tangentialstrahlen aus der Oberfläehe uinei- mit dem Radius 
1 um den Augenpunkt beseliriebenen Kugei anaschneiden. 
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Auch der Werth dieses Winkels wird abhängig sein von der Ln^e 
des Augenpunktes zum Objecte sowie von der Gestillt des Objectea. 

Die hier am Anfang gleich zii ei'wähnenden speciellen Fälle sind die 
folgenden : 

Ist il eine einfach geschlossene Fläche und liegt der Augenpunkt 
x' y' z' ausserhalb des von il umschlossenen üaumes, so ist der räumliche 
Winkel der Innenseite = 0, der der Aussenseite gleich einem bestimmten 
von den an Sl gelegten Tangentialstrahlen ausgeschnittenen Werthe. 

Liegt x' y' z' innerhalb il, so ist der räumliehe W^inkel der Innenseite 
= 471, derjenige der Aussenseite aber ==0. 

Liegt x' y' z' auf ii selbst und ist il stetig gekrümmt, so ist der 
räumliche Winkel von U gleich 2 n. 

Ist Sl nicht stetig gekrümmt, bildet vielmehr im Punkte x' y' z' eine 
Kante oder eine Spitze, so ist der räumliche Winkel gleich dem Stück der 
um x' y' z' mit dem Radius 1 beschriebenen Kugelobei-fläche, welches die in 
dieser Kante oder iu dieser Hpitze an it gelegten 'J'angentialebenen aus- 
schneiden. 

Ist endlieh Ji eine nach allen Seiten sich in's Unendliche ausdehneJide 
Fläche, welche beständig auf deraelben Seite einer durch x' y' z' gelegteJi 
Ebene bleibt, so ist der räumliche Winkel der x'y'z' zugewandten Seite 
von <J gleich 2 n, — 

Um einen Ausdruck iür den räumlichen Winltel einer Oberfläche il 
zu erhalten, verfahren wir folgenderraassen. 

Sei r die Entfernung des Augenpunktes x' y' z' nach dem Flächen- 
element diu, sei // die Fläche der mit dem Radius 1 um x' y' z' beschrie- 




benen Kugel. Ziehen svif nach allen Punkton der Begräuzmig von il Strahlen 
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von x' y' z' aus, so werden diese aus TT den räumliclien Winkel von ASl aus- 
schneiden ; derselbe sei d Fl. Wir besclireiben nun mit der Länge r als 
Radius eine Kugel um x' y' z' als Mittelpunkt, deren Oberfläche a sei. So 
schneiden die, zu d li gehörigen Augenstrahlen aus dieser Ku gelob er fläche 
das Element d a aus, dessen räumlicher Winkel natürlich auch il TT ist. 
Wir haben nach bekanntem Satae 

da, elf , 

d77 = — = ~ , ■ d«. 
rr d r 

Nun können wir d o auö'assen als die senkrechte Projection von d P. 

auf die Kugeloberfläche o, wir haben also, wenn wir mit (d « , d.Q) den 

Winkel zwischen den beiden Flächenelemeuten bezeichnen 

d 0) = d ii cos (d ü , d il). 

Wir verstehen unter dem Winkel a wischen zwei Flächenelementen 

den Winkel zwischen den beiden nach derselben Seite gerichteten positiven 

Seiten der Elemente. 

Bezeichnen wir bei geschlossenen Oberflächen stets die innere Seite 

als die positive, bei unserer Fläche il die nach x' y' z' angewandte Seite. 

so erkennen wir, dass obiger Winkel (d oj , ASl) ein spitzer ist. 

Sei N die von der positiven Seite der Sl ausgehende Normale zu d.'i, 

so haben wir, da r die Normale zu d ra 

'd ro = d ii cos (r , N), 

wo vom Cosinus der absolute Werth au nehmen ist. 

Da wir nun r von x' y' a' ab positiv rechnen, so ist der Winkel (r , N) 

stumpf, wenn (Ata , d^i) spitz ist, und umgekehrt, wir haben also zu setzen 

dcj = — dii cos (r,N). 

Tragen wir jetzt vom Anfangspunkte der Noi'male auf derselben das 

Stück dN ab und projiciren dasselbe auf r, so entsteht hier das «orrespon- 

dirende Diiferential d r und wir haben 

dr 



dN " 



: COS {r , N) 



wo beide Seiten für einen stumpfen Winkel negativ sind. Alsfi ist 

d« = — <\ll —,. 
d>) 

Subiätituiren wir diesen Werth dra in unsere Formel fiir All, so folgt 

Au= ^i |ido 
dr dN ' 

oder, du y nur durch r von N abhängen kann, 

An = ^l Aii. 

dN 
Dies ist also der Ausdruck tiir den räumlichen Winkel, unter welcheni 
im Augenpunkte x' y' «' das Flächenelement d il erseheint. 

Hier haben wir angenommen, die Normale N sei auf s' y' z' zu, <1. i. 
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entgegen gesetet gerichtet wie u. Ist sie mit r gleieh, — , il. li. 
iibgerichtpt, so erhaltini wir offoiiliar 



Um nun den räumlichen Winkel der ganzen Fiäehe ii zu erlialten, 
haben wir die räumlichen Winkel aller Elemente dJl zu summiren, d. h. 
rechts t\ber die Fläche il, links über das Stück der Kugeloberfläche II zn 
integriren, welches von den von x' y' k' nach der Bßgi'änzung von .<i gezo- 
genen Strahlen ausgeschnitten ist. 

Wir erhalten alsii als räumlichen Winkel einer Fläche il, deren Nor- 
male beständig nach x' y' z' hin gerichtet ist : 

nnd einer Fläche il, deren. Normale beständig von k' y' •/.' ahgcwandt ist 

Also: 

i>CT- rämnlkht Winkd , unter velrlimi in i'hn'm Punkte x'y'z' eine 
Ohe^fiiiche ii, ei'i^cJmnt, ist auaypAirü.tkt din-rh ihi.-' iihpi' illfne. FUlcJm erstreeldf 
Integrfd 



+ ni 



M^-. 



iro r die. Entfernung von x'y'z' nach (lern Elmnente dii, N rltp auf x' y' z' 
gth oder von x' y' z' ahgeimndte Non}tale zu d ü Imleutmi. 

Wie leicht zu erkennen, erleidet dieser Satz keine Aenderung, wenn 
die Noimale N bei derselben Fläche ii theils auf x' y' z' zu-, theils von 
x' y' z' abgewandt ist, die Fläche il also Ausbuchtungen bildet wie in nach- 
stehender Figur bei B und C 




y Google 



— 3B — 

(Unsere Figur stellt iiatüriich nur den Durchs chnitt einer durch den 
Augenpunkt gelegten Kbene — der Ebene der Zeichnung — mit der 
Fläche il dar.) 

Es würde nämlich hier der räumliche Winkel des Flächentheiles B 0, 
ausgeschnitten von den in den Krümmungen an ii gelegten Tangenten, einen 
negativen Werth erhalten, da die Normale N hier beständig von %' y' z' ab- 
gewandt ist. Für den räumlichen Winkel des von denselben Strahlen aus- 
geschnittenen Flächen Stückes D C ergibt sich derselbe Werth wie vorher, 
nur mit entgegengesetztem Vorzeichen versehen, da hier die Normale aut 
x' j' z' zugewandt ist. Mithin werden sich die den Flächentheilen D C und 
CB entsprechenden Glieder, wenn wir die Summe der räumlichen Winkel 
aller Flächentheile, d. h, den räumlichen Winkel der ganzen Fläche il bilden, 
gegenseitig zeratören, und wir erhalten für die ganze Fläche Sl denselben 
Werth des räumlichen Winkels , der stattfinden würde , wenn fi gar keine 
Ausbuchtungen bildete. 




Die Betrachtung und das Resultat bleiben dieselben, wcinn ii in B und C 
scharfe Kanten bildet, der Durchschnitt der Ebene mit St also eine Zickzack- 
linie sein würde. 

Ist nun die Fläche il geschlossen und liegt der Augenpunkt x' y' z' 
ausserhalb, so durchsetzt der von x' j' z' nach einem Flächenelemente dJi 
gelegte Kegel die Oberfläche stets eine gerade Anzahl von Malen, in den 
Punkten 1 2 3 4 . . ., und schneidet successive die Elemente dii, dfijdii, 
diij . . . aus, welche also sämmtlich denselben räumlichen Winkel d77 (dem 
absoluten Werthe nach) besitzen. In d iJ, ist nun die Normale N, von 
x' y' z' abgewandt, in diJ^ ist N, nach x' y' z' hin gerichtet u. s. f, ab- 
wechselnd weiter. 

Wir erhalten mithin 

d-!- 
— in = T^-'di;, 
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■eil wir alle dieso Wei'thc 
=r E 



U'-' 



KiiLÜir -Kegel a.usgesrfimtteiiuii 



wo die Summe Uber alle von einet 
Fläolienelcmeiite d Ji auszudehnen ist. 

Construiren wir nun alle nur mögliciheu Elementarkegel, bilden wir tlU' 
alle diese Kegel dieselben — sämmtlich der Null gleichem — Summen, 
und summiren wir alle dieae Summen, so erhalten wir jedes Flächen ele in ent 
dit, und awar jedes nur einmal. Die entstehende Doppelsumnie i.-il also 

nichts anderes als das über ü erstreckte Integral / -j^ d ii. 

Es ergibt sich mithin als Ausdruck für den räumlichen Winkel, unter 
welchem die geschlossene Oberfläche ii in dem ausserhalb liegenden L'imkte 
x' y' ■/.' erscheint, 






(IH. 
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Liegt x' y' z' innerhalb il, so tviftl fler von x' y' z' ausgehende Elementav- 




kegel die Fläche ei-st von innen, sodann von fiussen i 
die Anzahl der Durchsetzungen nothwendig ungerade. 
Wir erhalten alao analog wie vorher 



Bilden wii" liiei' die Suuime über alle von Einem Elemeutarkegel aus- 
geschnitten (;ti F lachen elemente d il, so folgt 

in = zi|d«. 

Suromircn wir nun über alle von x' y' a' aus überhaupt möglichen 

rd'- 
Elementarkegel , so ergibt sich rechter Hand wiedei' da« [ntegval 1 y-^ dii. 

Links erhalten wir die über die ganze OberfläcJie der um x' y' z' mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kugel auszudehnende Summe SAH, dan ist also das 
Integral 

/i\n z=-. 47T. 
"Wir . erhalten mithin als Werth des räumliehen Winkels einer eint'acli 
geschlossenen Oberfläche in einem innerhalb derselben liegenden Augenpunkte 



*"=ydi 



/dN 

Liegt nun y.' y' -/,' auf der FlitcheJ^i selbe!' — welche wir in folgendem 
stets als einfach geschlossen voraussetzen — , inid existirt im Punkte x'y'z 
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eine Tangentialetene , ao ergibt sich aus der geometrischen Bedeutung des 
Integrales, obgleich r einmal = wird, als Werth des riUimlichen Winkels 
der OberflUche für diesen Punkt 

Die analytische Darstellung unseres Integrales (analog zu pag. 16 ff.) 
■werden wir an einer andern Stello geben. Bemerkt werde jetzt schon, dass 
sich hier nicht sofort wie vorher in der Ebene eine einfache geometrische 
Bedeutung der Function unter dem Integrale ergibt. 



TU. Allgemeine Lehrsätze. 

Zuniichst stellen wir die Relationen hier ausammen, welche den fiii' die 
ebenen Curven gültigen Sätzen (pag. 18 ff.) analog sind. 

Auch hier folgt wieder daraus, dass der Werth des räumhchen Winkels 
einer geschlossenen Oberfläche für einen innerhalb derselben oder auf ihr 
liegenden Augenpunkt unabhängig von der Gestalt Aev Oberfläche ist: 

Sind ii iii iig . . , mehrere einfach geschlossene Obei-fläclien, und existirt 
ein Punkt x' j' z', weichet' ffleiahseitig innm-halb aller dieser Oherpichm Iwff, 
so ist 

tro V ri ra ... die Entfernungm von x' y' z' resp. nach dil diii diis . . ., 
N Ni Na ... die nach innen r/erichteteii Nonnalm äw. dil dJii diäa . . - 
bedeuten. 

Ferner : 

Siitd St Sl, iis . , . stetig j/ekrmmnte einfach gescMossene Oherplchen, 
welche sich sömurtäich in demselben Funkte x' y' z' schneiden oder herilhren, 
so ist stets 

fi- ri-- /■d- 

•^ dN •' dNi J dNs 

wo r ri ra . . . die Entfernungen eon x' y' z' resp. nach dJi dJii diis , . ., 
N Ni Na ... die nach innen gerichteten Normalen resp. zu dii dih di;2 etc. 
bedeuten. 

Auch dieser Satz bleibt noch bestehen, wenn eine oder mehrere der 
Flächen Ü, nach allen Richtungen ins Unendliche verlaufend, beständig je 
auf derselben Seite einer durch x' y' z' gelegten unendlichen Ebene bleiben. 

Lassen wir nun hier den innerhalb der geechlossenen Oberflüche P. 
befindlichen Augenpunkt — in welchem Falle also ist 
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— irgend eine, innerhalb £1 vorlaut'eiitlo, im Allgemeinen räumliehe Oiirve S 
beschreiben, so erhalten wir, indem wir nach beiderseitiger MultipHcation 
mit d,S über die Curve S integriren, den folgenden Satzi 

Ist il irgend eine einmal geschlossene Oberfläche, ist S irgend eins be- 
ständig innerkalb il verlaufende Curve, bedetdet r die Entfernung eines PunJctes 
dieser Curve nach einein Punkte jener Oberfläche, und N die nach innen ge- 
richtete Normale zu il — so ist die Länge der Oiirve S ausgedrückt durch 
das Integral 

(«) (") 

1 f fii 

Verläuft mm die Curve S auf der Oberfläche ij selber — welehe wir 
dann stetig gelcrümnit voraussetzen müssen — , ist also, wenn wir irgend 
einen Punkt der Ciu-ve als Augenpunltt betraeliten 

rd- 

hs'"- = ^^' 

D-le Limge einer auf einer einfach geschlossenen stetig gekrikniiden Oher- 
fläohe il verlaufenden Gurve S ist dargesteM durch 
(S) {«) 

^nJ J ^^ 
wenn r die Entfernung von dÖ nach Aii bedetdet. 

Femer ergibt sich unmittelbai- : 

Ist il irgend eine einfach geschlossene Oberfläche, ö irgend eiiie beständig 
ausserhalb il verlaufende Curm, so ift das Inteijral 

(S) (ii), 
ä- 

-d ''"■ 

stets = 0- -f/w bedeutet r die Entfernung von dS nach Ail. 

Verläuft endlich S theils innerhalb, theils ausserhalb il, so ist für jeden 

Punkt der Curve S als Augenpunkt ausserhalb ii / 'r-^ ^^' ^= ^' *iii'j<5den 

innerhalb ii liegenden Punkt von S aber ist der Wcrth dieses Integrales 
= in. Es ergibt sich mithin der al^emeine Satz : 

Ist il eine einfach geschlossene Oberfläche, S dne theils innerhalb, theils 
ausserhalb il verlaufende beliebige Curve, so ist die Summe der Längen der 
innerkalb il liegenden Curventheile ausged/rOckt durch das Integral: 
(S) iil)^ 

y f&^l -,4iAil 

Diese Sätze übertragen sich sofort auf diejenigen Fälle, wo der Punkt 
x'y'z' Flächen und Kaumtheilc besclircibt. Wir erhalten dann die LelirsätKc: 



Mti 
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Der Flächemnhalt einer beliebigen, innerh(M der einfach < 
Oberfläche- ü liegenden Mäche Ü' ist dargestellt dwch das über beide Flächen 
erstrecHe Integral 

WO r die Entfernung von d'i' nach d fi. 

Liegt die Oberfläche SV ausserlialb S'l, so ist der Werth dieses Integrales 
gleich Null 

Liegt die Fläche il' theils innerhalb, theil^ ausserhalb ii, so stellt jenes 
Integral 

die S'uimne der Flächentnlndte der irm&rhaib 9. liegenden Theüe von i1' dar. — 
Bezeichnet r die Entfernung eines Elementes einer einfach geschlossenen 
steHg gdcrümmten Oberfläche £1 nach einem andern Elemente d il' derselben 
Fläche, bezeichnet N die nach innen gerichtete Normale zu, il, so ist der Flächen- 
inhalt von ii ansgedriickt durch das Integral 

wo also dii' und &ii 2mei Elmnertte derselben Oberfläche bedeuten. — 

Der BauminJuiU T eines innerhalb der einfach geschlossenen Oberfläche Ü 
liegenden Körpers ist gleich 

lik " 

WO r die Entfenmng von d T ^mch d ii. 

Liegt der Körper des Batiminhaltes T theils innerhalb, theils < 
des von der einfach geschlossenen Oberfläche Sl begränzten Raumes, so ist die 
Summe der RanminMlte der innerhalb ii liegenden Theile von T gleich 



r /dT/'';dii, 
An' J dN 



-i /dx/^ dli. 
4 ji"' -' d^^ 



\nJ J dN 

Endlich haben wir noch den Satz: 

Der von einer einfach geschlossenen Oberfläche ii begränzte Rauminhalt 

T ist dargestellt durch das über dieseti Raum und iihei' die Ober fläche 

erstreckte Doppelintegral 

/•d- 

■ dii. — 



If^'^/l 



la 
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Vlll. Plijsicalische Deutung der gewonnenen Resultate. 

Wir werden hier Bin« (ioppelte physikalische [Btorpretatioii iinsorcü 

/■d-i 
Integrales / ■^^- d Ü näher betrachten. 

Beka,mitlich lassen sich die Componenten der Kräfte, welche nach dem 
Newton'schen Gesetze, d. i. umgekehrt dem Quadrate der Entl'erming, direct 
dem Product der Massen proportional, wirken, als die nach der Richtung 
der Componenten genommenen partiellen Derivirten einer gewissen Function 
^ der a. g. Potentialfunction — darstellen. 

Diese Function hat bei zwei in der Kntfernnng r auf einander wir- 

1 I T1J- T T-. iiii Hi^ 

kenden Massen mi ms die iorm — — --. 
r 

Allgemein können wir sagen: 

Die Potentialfunctimi einer Mmse in Bi'siit/ auf Pui emzehv i Maifsentiteilc/ien 
ist gleich dem Prod/ucte dieses Massentketlchens vn die Summe der, jene wir- 
kende Masse zusammemetsmden Massenelmttente, jedes durch brine Entfernung 
tiach dem Objecte dividirt. 

Wir haben also als Ausdruck für die Potentialfimction in Beaug aut 
das Element mi die über alle wirkenden Massentheile m' auszudehnende 
Summe 



Bilden die Massen m' irgend einen stetigen Körper T, dessen Dichtig- 
keit m"(x'y'z') sei, wenn x'y'z' die Coordiuaten eines Elementes von T, 
so geht der Ausdruck für die Potentialfunction in ein, über den Körper 
erstrecktes Integral über, nämlich in 

rr = (x'-x.)> + (y-y.)> + {«'-a)", 
wenn wir mit si yi zi die Coordinaten von rai beaeichnen. 

Ist die Masse des wirkenden Elementes sowohl , als die des Objectes 
=; 1, so lautet die Potentialfunction 

i 



die IJichtung der (Joordinatenachsen 



fallenden Componenten der Kraft. 
Hiernach ist 
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die in die RichtHng der Normale fallende Wirkung, welche das 
theilchcn 1 auf das Flächenelement dii ausübt. Multipliciren wir rait 

so haben wir in (■ die entspreehendo Wirkung der Masse m'. Es ist 



der Ausdruck tiir den von der blasse m' auf das in der Entfernung r he 
findliche Fläehenelement d il anageübten Normaldruck. 

Integriren wir nun über il, d, h. siimmiren wir alle diese einzehien 
Normaldrücke, so erhalten wir iu 

./ts ■•« 

den gesammlen Normaldruck, welchen das Massontheili'iion m' auf die Ober- 
fläche il ausübt. 

Haben wir nun statt des Massentheilchene m' einen Körper T dei- 
stetigen Dichtigkeit m" (s' y' z'), so würde der Gesammt-Normaldruck dieses 
Körpers auf die Oberfläche il dai-gestellt sein in 
m" (x'y'z'), dT 



/v;- 



dN 



dJd. 



Hierfür können wir aber schreiben, da m" unabhängig ist von N 

wo also r die Entfernung des Raumelementes d T nach dem FJächcn- 
elemente dii. 

Diese Formeln stimmen nun aber vollständig mit den in den vorher- 
gehenden Betrachtungen abgeleiteten überein. 

Der in jenen geometrischen Sätzen auftretende Augenpunkt x' y' -/.' 
kann also betrachtet werden als Träger der wirksamen Masse 1. Nehmen 
wir nun die Masse m' als wirksam an und beachten wir, dass dann die 
dort abgeleiteten Integralwerthe bis auf den hinzutretenden Factor m' die- 
selben bleiben, so ergeben sich die folgenden physicalisehen Sätze; 

Der gesammte Normaldmck, icdchm das gleichseitig innerhalb beliebig 
vieler einfach geschlossemr OberfUichen liegende Massentheilchen m' auf jede 
dieser Oberflaelien ausfibf, iit constant = in m', d. h. ist imabhängig eon der 
Gestalt der Ohirflache. 

Der ge^amnde NormalduKk, ndrhen ein amserhalh einer ffe-sehlonseneu 
OherfAchfi, htfindhihe^ Mif^tetifhcrl/fien (luf (7jcsc Oberfläclw. austlht, ist gldch 
Null. 
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Dm- ijeso/imntii Nottriaidruck , welelwn ein in einer einfach yescMoesmien 
Oberfläche liegendes MassentheHchen m' auf diese Oberfläche amübt, ist con- 
stant = 2 n m', unabhängig von der Gestalt der Fläche, voraitsgesetzt , dass 
in dem Punkte dm'selben., wo sich das Massentheilchen befindet, eine Tanc/ential- 
ebene existirt. 

Pagina. 36 sind wir ausgegangen von dem Integrale 
Mi. 

Multipliciren wir heiiierseits mit 

d, i. mit der im Elemente dT befindlichen Masse, wenn wir m" (x' y' a') 
die Dichtigkeit bedeuten lassen, und integriren wir über T, so folgt 

und hier bedeutet, jenen pag. 36 bis pag. 38 abgeleiteten Sätaen au Folge, 
/m" (x' y' z').dT die Summe der innerhalb il befindUchen Masse. 

Da wir nun T irgend ein räumliches Gebilde bedeuten lassen können, 
so interpretiren sich alle die erwähnten geometrischen Sätze physicalisch in 
dem Einen Satze: 

Der Äusdnu^ fii) den gesammten Normaldrack , welchen irgend welche 
Masse auf etne einfach geschlossene Oberfläche il aitsübt, ist gleich in, ntulti- 
plirtrt m die Summe det , innerhalb jener Fläche it befindlichen Theile dieser 



Wir können nun diesen Ausdruck auch schreiben 

■■J^y)AT 



fPt 



dN 
und hier ist das Integral 



f^'.y^TJ 



das Potential der Masse /m"(x' y' z').il'l' in Bezug aiil' il. Bezeichnen wir 

dieses mit V, und mit Mi die Summe der innerhalb ii befindlichen Massen- 
theile, so ist der formelhafte Ausdruck obigen (resetaes: 
/•dV 



yd V 



Das ist der berühmte von Gauss gegebene potentialtheorctischc Funda- 
meutalsata, aus welchem sich wieder in einfacher Weise das Newton'sche 
Gravitationsgesetz ableiten lässt. 

Wir nehmen zu dem Zwecke filr ii eine Kugel mit dem Radius r, 
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und im- die wirkende Masse dfts eine M ass entheil eh eii m', dessen Lage im 
Mittelpunkte jener Kugel sei. 

Dann ist V = - -. 

Uozeiclmen wir dann die Normal- Componentii der v(in m' herrührenden 

d'"' 
Kraft,- ', mit K^i, so lautet nnser Integral 

jK^dil = 4 rem', 
oder, da wegen der symmetrisehen Lage von m' /.ur Kugel Oberfläche K^ für 
alle Elemente d Q, dasselbe i 



K^/di. 



I il eine Kugel, 



Das ist das Newton's he (nav titi nsgcs t/i 
Endlich haben wir noth iai den letzten Sat? pag ä8 
Der gesaimnie Normaldn/iJc welchen etn Korper mf bemi, eiqe^ Ober- 
fläche ausübt, ist gleich in milttphc t n dte Ma st ? f Kotpprt — 

Die andere physicalische Interf i etation geht davon aut. diBS en mög- 
lich ist, das Integral 

als maguctisches Potential, als von einer magiietisirten Öchcibe lierriihrende 
Potentialfunction aufzufassen. 

Haben wir eine beliebige Fläche il, deren Element von dem varia- 
belen Punkt x' y' z' die Entfernung r besitat, so construircn wir zwei andere 
Flächen hinzu, ii J_£ und il—s, welche je in der constanten Entfernung e 
auf beiden Seiten der Fläche ^ liegen. il-\-s liege auf der Seite, von 
welcher aus die Normale zu il positiv gerechnet ist. 

Wir denken uns nun auf den beiden Flächen magnetische Masse so 
vertheilt, dass die Dichtigkeit atif Ji-|-g /'J-g, auf ii_j /'_g sei, und dass 
bestehe 

Wir haben also dünn in il eine magnetisirtt; Scheibe, bei welcher die 
ScheidtmgEweite der Magnetismen 2f ist. 

Seien nun dii_( g,diijdÜ g drei Elemente unserer drei Flächen, welche 

alle von denselben Normalen ausgeschnitten werden, seien ferner r_|_£,r,r_g 
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die Entfernungen von x' y' z' naeh den drei runkteii/ In welehüii dieselbe 
Normale die drei F 1 ii eh enclera eilte dil_)_j, d !"i, d J? _j diu-ehseiineidet , hu 
haben wir 




als Potentiali'uiietJoii der beiden Element! d.<l_|. 



oder, da ß ^ g = — ji _ 



in -BcKUg auf 



od(a- endlich 

da für ein iinendlieh kleiiieB £ 

dii .| £ = d <i = d5;__g. 

1 1 

Nnn ist ti-lr ein iinendlicli kleines £ - — _ d; 

male N genommene Differential. Es ist also, da in diesem Falle dN = 2t: 

1 - ' =- «'■ ,, 

Mithill ist jetzt die von jenen beiden Fläclietieleraeiiten liemilirende 
Potentialfunetion : 



1 



eh der Noj 



d;- ^ 

dN ^ ' "+ 



d n. 
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Um nun die gesammtCj von der ganzen magnetisirten Scheibe JJ Sier- 
rührende Potentialftniction V in Beaug auf x'y'z' zu erhatten, haben wir 
ähnv .'! zu integi-ircn und orlialten somit 

Hier bedeutet (i _j_ 5 die Dichtigkeit des magnetischen Fluidume , also 
2 £ . ^ .], f . d i J das magnetische Moment der Fläehe ß. Setzen wir nun 

so lautet unsere Potentialt'nnetion 



v=y2|»d«, 



,«/j|d.Q. 



wo 9JI das j\lass der Magnetisirung von Ji bedeutet. Ist *!0t noustatit, so 
haben wir 

fä' 

Um also die in irgend eine Richtung fallende Componente der Wir- 
Icung der magnetischen Scheibe il zu erhalten, haben wir nur die partielle 
Derivirte obigen Integrales nach dieser Richtung zu nehmen. 

F.s ist nun, wenn 3Ji constant, wie bewiesen, obiges Integra! gleich 

V = ^J d[l 
wo /All der räumliche Winkel, unter welchem il im l'unlUe x' y' z' 
erscheint. 

Ist also it geschlossen, so ist 

V = in.m 
wenn x'j'ä' innerhalb, 

V = 2n.W 
wenn x' y' 7/ auf il, 

V = 
wenn x' y' z' ausserhalb ü liegt. 

Da also die nach irgend einer Richtung genommene Derivirte v(]n V 
in diesen drei Fällen stets = ist, so folgt 

Die Wirkung, welche eine geschlossen^ magnehhdie Fläche, hei loelcher 
das Mass der Magnetishimg constcmt ist, auf eni ngpndwo im Raum hefind- 
Uckes inagfietisches Theächm misübt, iststett = 

Wie wir nun vorhin gesehen, besteht allgemnn der Satz 

wo V die von irgend welcher Masse heiTtihrende l'otentialfunction, fi eine 
einfach geschlossene Oberfläche, und Mi die Summe dei- iimerhalb derselben 
befindlichen Theile der wirkenden Masse. 
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Setzen wir also für V die von der innerhalb £1 befindlichen magneti- 
dT 



sehen Fl:i(;lie a herrülirende Potential funetioii / -7^ dw ein, so foiat 
d/^^-d, 



/ 






du = 4™ . Mi, 



wo also jetzt r die Entfernung von dii nach do bedeutet. 

Die Summe Mi der innerhalb ii befindliehen MoHfien ht aber stets 
= 0, da gleiche Mengen positiver wie negativer magnetiächer Massen vor- 
handen sind. Also verschwindet obiges Integral. 

Ebenso ist natürlich das Integi-al = 0, wenn a ausserhalb St liegt, d, h. 

Der ifesatnmte Normaldruck, wdchm eine irgmd/iro befindliche inagne- 
tische Scheibe auf eine genchlmsme Oberfifiche ausübt, IM stefi (fleiek Ntdl. 



TX. Analytische Darstelliiug des Ausdruckes fiir den i-äumllclieu 

AViiiltel. ünstetigkeit desselben. Satz über die DurehsetKuugen einer 

Curve und einer Oberfläche. 

ICehren wir zu unseren geometrischen Betrachtungen zurilek inid ^'cr 
sncinni wir jcfc^t, die Function unter unserem integrale 

./di*^" 
analytisch in den Coordinateii auszudrücken. 

Fuhren wir die Differentiation von - aus , indem wir beachten, dass r 
durch die Coordinaten xyz des Elementes dji von N abhängt, so lautet 
unser Integra! 

_ /Tdr dx ,_ d^' dy ,_ dr dz "| dA> 

J Ldx dN ^" d^' dN "' dz (IN J vr 

oder, wenn wir die Differentiation von ^ 

■■ = ! (x-x')' + (y-j')' + ('■-'■"(' I ' 

niich den Coordinaten ausführen: 

, dx , , ,. dy , ,. „ d'A Td>> 



Nui 



/•r, ,, dx dy d?. "i d>> 



■ "'(y,N),-J-5 = ™»feM, 



oder, weiui wir von den Winkeln zwischen den Nornialen zu den Winkehi 
zwischen den zugehörigen Ebenen übergehen; 
dx 
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dN 



da =: diiTOs(xz,d<i) 

, dii = diicofl(^,d.Q), 



dN 
wenn wir mit xy yz zx die drei Coordinatenebenen bezeichnen. 

Hier siad nun noch die Vorzeichea der coss zu bestimmen. 

Wir hatten nun bei der Oberfläche il diejenige Seite positiv ge- 
rechnet, von welcher die positive Nonnale ausging. Bei der mit dem 
Radius r beschriebenen Kugel aber hatten wir die Seite positiv angesetzt, 
welche der Richtung der Noi-male r entgegen lag. Gleiches wird also auch 
hier geschehen müssen, d. h. wir werden immer Die Seite der Coordinaten- 
ebene als positiv in die Rechnung einführen miiasen, welche der positiven 
Richtung der dazu senkrechten Achse entgegengesetzt liegt. 

Dann aber sind, wie leicht zu erkennen, stets die Winkel (xy , dJi), 
(yä , d fi) , (zK , d Si) stumpf, wenn die Winkel der zugehörigen Normalen 
(z, N) , (x, N) , (y, N) spitz sind und umgekehrt. Wir haben also 

1^ dii = ~d'tcosG.,diO 
||do = ~dii.os(..,dfi) 

"'-^, i\il = — dSicos(xj',dii). 

Hier sind aber die rechten Seiten nichts anderes als die mit negativem 
Vorzeichen versehenen Projectionen von diJ auf die drei Coordinatenebenen; 
wir bezeichnen sie mit diixy , dfiy?,, di^nx. 

Also ist, wenn wir beachten, daas wii- flir diese Projectionen resp. die 
Flächenelemente der betreffenden Coordinatenebenen nehmen können, nämlich 
dx.dy , dy.dz , dz.dx. 



dN 
dy 



■ dy.dK 



^4 Äil = ■-- dii-,^ = ■ 







S ■!« = - ^-"-' = - 


- äx.ii 








Jk< 


d,o„ »ir 


nutt diese Hubatitutioui'ii in ui 


iHiM' Kläidiejiintogi 


•al, s 


., fnlgt: 






/di-- 












(iO 












= 


^/■[(- 


-X') dy.dz -\- (y—y') dz.dx 


+ (z- 


-z')dx.d 


yH 




und dies 


ist gleich dem räumlichen Whikel, 


unter ' 


«■iilcliem ! 


l im 


Pnnltti, 


x'V.'. 


rschciiit, 


nitmlich gleiftli / dlj. 
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Lassen wir nun den Augenpunkt x' y' •/.' um die unendlich Ideine 
Strecke dS' fortschreiten und differentiiren wir unser [ntcj^ral nach Ö', so 
folgt, da nur die Coordiimten x'y'z' von Ö' abhangen; 

= j-, I (x-x')' i dy [dx' d7, — dx dz'l + dz Idx' dy - ilx d;-'] \ 
+ 3{y-y)(>^-=iO[dyd7' + d.d>,'ldx 

+ (7-y)'|''^[''ydx-dydx') + dxl.lj'd..-^dj.,l.'l| 
+ 3 (z-B') (x-x') [dz dz' + dx dx'J dy 

+ (z— z')' j dx [dz' dy — dz dy'] + dy [dz' dx — d z dx'] | 

-h 3 (x-x') (y-y') [dx dx' + dy dy' | dzl 

Integi-iren wir nun über S', indem wir S' eine geachlossene Curve be- 
deuten lassen, so ergibt sich, wenn wir die Function unter dem Integral 
rechter Hand kurz mit V. diLdR' bezeichnen 

(SO ^ (S') («) 

.ArS'[/ä|di2]dK' =/ /v.d.odS'. 

Hat nun y mit der Oberfläche ii keinen Punkt gemein, so können 
wir, da dann r stets von Null verschieden ist, die Integration linker Hand 
sofort ausführen und erbalten sonait, da die linke Seite wegen der geschlos- 
senen Cuvve S' gleich Null wird; 

(SO(-'i) 

r=y yv , die. dS'.- 

Um nun den Wertii dieses Doppelintegrales fllr den Fall zu erhalten, 
dasB die Curve S' die Oberfläche il durchsetzt, müstäon wir folgendes tiber 

die Unstetigkeit von /- '' beim Durchgänge des Augenpunktes durch die 

Fläche ii bemerken. 

ist <i irgend ein oifenes Fläehenstück und ist / d/l der räumliche 
Winkel, unter welchem die Seite desselben, von welcher die Normale aus- 
geht, im Punkte x'y'z' erscheint, so können wir <i durch die Iläche 
ii' stets so zu der einfacli geschlossenen Oberfläclie m ergänzen, dass die 
Normale zu Ü, als Normale zu a betrachtet, nach dem Inneni von ra zu 
gerichtet ist, und daas x' y' z' innerhalb o liegt. 

Wir haben dann nffenbai' 

/■d /d /-d 

./ dN ./ dN ,/ dJN 

AVir lassen nun x'y'K' iiuf einer Linie durch .Q liiiidurcli gehen und 
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bezeichnen — wie pag. 24 — mit -|- s und — 
beiden Seiten — - der inneren und der äusseren 
Punkte dieser Linie. 



zwei, der Fläche U auf 
■ unendhch nahe I 




8ubtriihii-en wir dann die fiir diese beiden Punkte stattfindenden Wei'lije 
des obigen Integrales von einander, so ergibt sich 



durch die 



Nun ändert aich das Integra! /. ''. ^p' beim Durci 

y dN 

Fläche ii stetig, die beiden letzten Terme rechter Hand zerstören sich also, 
da die Punkte 4" * ^^^^ — ^ einander unendlich nahe liegen. 



Das 



Integral / L d o ist aber nach 

^ /dN 



frilherem, da ro eine einfacli ge- 
schlossene Fläche, für einen inneren Punkt, also z, B. für -\- s, = 4 ir, 
fllr einen äusseren Punkt aber, also z. ß. fiu- — e, =i 0. Die erste Ditte- 
renz rechter Hand ist also = 4 ti, d. h. es ist; 

D, h. De)' Werih des räumlichen Winkels, unter welchem irgend eine 
Fläche in irgend einmi Augmpunkte erscheint, ändert sich vm in, wetvn der 
Augenpunkt diene. Fläche durchschr^tet. 
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Diesen Satz wenden i 



(SO 



dN 



AU US' 



mm 

\l Jv.iiii.diä' 



wenn die geschloasene Curve S' die Fläche il durchsetzt. 

Wir rechnen aiich hier diejenige Durchsetzung als eine positive, weiche 
von der positiven Seite von ii nach der negativen hin gerichtet ist, und 
nehmen Die Seite von H als die positive an, deren räumlicher Winkel durch 

ri\ 

das Integral / -j^ d U repräsentirt ist. 



'dN 
Sinne der wachsenden ; 



S' endlich rechnen wir positiv im 
d. h. verschieben mid drehen wir das Coordinaten- 



(te^ 3 



System so, daas die s-Aclisc die Curve S' beriilirt, die y-Achse na.cli der 
von S' begränzten Fläche hin gerichtet ist und die z-Achse nach oben, nach 
vorn oder nach rechts hin wächst — so rechnen wir S' positiv nach der 
L X-Achse hin. 




Dann findet in vorstehender Figur a) eine positive, in b) aber eine 
negative Durchsetzung statt. 

Wir heginnen in a) die Integration über S' in dorn Ü unendlich nahe 
auf der negativen Seite liegenden Punkte — s von S' und enden in dem 
auf der andern Seite analog liegenden Punkte -|-£. Dann ist, wenn wir 
linker Hand die Integration ausführen und die Gi-änzwerthe t 
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und dies ist vm-ansgeschickter Bemerkung eutspreuheiid gleic-li 
+ 4». 
In Aar Figur b) beginnen wir die Integration im Punkte -]-- £ und 
enden in —-s. Dann er^bt sich: 






und dies ist gleich 



Betrachten wir nun den ail gemeineren in nachstehender Figur dar- 
Fall zweier positiven (von -j- b., nach — e^, + £s nach — £2} und 




einer negativen Durchsetz iing (von — fj mich -|- e-^), so erliahen wir, 
wir die Integration etwa im Punkte -j- e, buginnen 

(SO (fl) 

/ ^V.diä.dS' = 
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Hier besitzt nacl) dem aiigefiitirten, Satze die Coiiibination des ersten 
und vierten Integiales rechter Hand — mit Rücksicht auf das Vorziehen — 
den Werth in, ebenso die des dritten und sechsten den Wertli in, die des 
zweiten und fünften aber den Wertli — 4ii, 

Im Falle zweier positiven und einer negativen Durchsetzung ist also 

Ist allgemein m die Anzahl der positiven, u dinjenige der negativen 
Durdisetzungen, so ist der Werth des obigen Integ!'ales 
in (m-n). 

Also: 

Sind X y z die Coordinaien eines unbestimmten Punktes der beliebigen 
Flachs ii, x'y'z' diejenigen eines unbestimmten Punktes der bdiebigen geschlos- 
senen räumlichen Ourve S', bezeichnet r die Entfernung eines Punktes der 
Curve S' nach dnem Punkte von ii, ist cdso ^ 

so ist der Werth des über die Curee und über die Fläche erstref:kten Doppel- 
integrales 

rtS') /'(«)ir(x_x')> [dy (dx' dz ~ dx dz') + da (dx' d j— dx if)] 

+ 3(y-r)(--»')['iydrfa»a-1äx 
+ (7-r)'läz(dydx-d,dxO + dx(dydz-djdzO] 

+ 3 (z^is') (x-xO [dz d a' + dx dx') d j 
+ (a-z')' [dx (dz' d j — dz dy') + dy (dz' dx — da dx')] 

+ 3(x-x')(y-,')[ilxdx' .i-dyd,']daj 
gleich 

in (m— n), 
wenn m angibt, wie oft die ikne S' die Obe^-ßach il /)/ po^tirfir, n, irie 
oft sie dieselbe in negativer Richtung durchsetzt. 

Der Werth des Integrales ist also gleich Null, wenn sowohl m als n 
= ist, d, h. wenn die Curve S' gar keinen Punkt mit ii gemein hat. 

Ferner ist der Wci-th = 0, wenTi m = n ist, d. h. wenn ebensoviele 
positive wie negative Durchsetzungen statt haben. Dieser Fall tiitt nun 
stets ein, wenn ii eine geschlossene Fläche ist: denn dann treten die Durch- 
setzungen stets paarweise mit entgegengesetzten Vorzeichen auf. 

Damit also das Integral von Null verschieden sei, raiiss nothwendig 
Sl eine offene Fläche sein. 
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Berücksiclitjgen wir an Stelle der Fläche ü die Begränzungscurve 
derselben — welche also iiothwendig geschlossen , ist, wenn das Integral nicht 
=: sein soll, — so können wir auch sagen, es sei obiges Integral gleich 
4 TT, multiplicirt in die Anzahl der Umschliiigungen der Curve S' und der 
Begi'änaungscurve von il. Gelingt ea uns dann, das über ii erstreckte 
Integral in ein über die Begränzung von il auszudehnendes zu verwandeln, 
so werden wir dem Inhalte nach den Engangs mitgetheilten Gauss'schen 
Satz erhalten, nämlich ein doppeltes Curvenintegral, welches die gegenseitigen 
Umschlingungen der beiden Inte grationscur von zählt. 



X. Darstellung des räumlichen Winkels durch ein Curveniutegral. 
Satz iiher die Verschlingungcn räumlicher Curven. 

Zur Umwandlung des besagten Fläche nintcgrales in ein über die Be- 
gränzung ersti'ecktes verfahren , wir nach dem Vorgänge des Herrn Professor 
Schering wie folgt. 

Wir gehen aus von 

und fuhren hierin Polarcoordinaten ein mit ilo.m Anftingsjiinik'ti; s' y' z' niid 
der X-Achse als Polachse. Wir setzen also 
X = X' ]- r cos.'f 
y = y' f I- sin ,'^. cos» 
K ^= z' l" r sin^'^ . sin q> 
Dann haben wir für das Obei-flä.chenelement dei- Kugel mit dem Ra- 
dius 1, d, h. für An den Ausdruck 

All- 1, . d-tH . 1 . sin S-.Af, 
und CS ist also 



w = ,/j5^<i"=./a?ysin^, 



d^. 



Bedeutet nun in der folgenden Figur S die Begränzung von Ü, 
S* diejenige der Projection der Fläche il auf die Kugelfläche /7, hedeu- 
ton 9 und <f -^Af zwei grösste Kugelkreise, in welchen zwei durch die 
Polachse gelegte , den Winkel d f einschliessende Ebenen die Kugelober- 
fläehe JJ schneiden, so werden diese Kreise die Begränzung S* eine ge- 
wisse Anzahl von Malen, welche wir durch passende Legung der Coordi- 
natenacbsen stets gerade machen können, durchsetzen. Die Durchsetaungs- 
stellen seien 12 3 4.. . . Führen wir die Integration nach & aus und 
setzen wir die Gränzwerthe ein, bezeichnen wir ferner dasselbe Element 
dg) den Durchsetzungsstellen entsprechend mit dem unteren Index resp. 
12 3 4..,, sü haben wir 



y Google 



— 5.S - 




Vorstehen wir unter xyz die ('oordinatou eines l'unktos der 
»iingscvirve S, so haben wir aus den Relationen tUr xyz 
d y d (r sin Ö-) - , - ^9 

as = - d-F- °°"'-'■™*■■"'^ls 

da d(rsm3) . , . ^ d,- 

Miütipliciren wir hier die erste Gleiehung mit 
— (k — z') = — r sin ^ . sin ^, 
die zweite mit 

und addiren, so folgt: 



(y. — y') = r sin & . eos ij> 



^■a-.sin^ip --j- rr sin siJ-.cos*<p) 
-.2 ^"^f 



Foriicr ist 






dS. 



"'■ =- dS " 

Rechnen wir nun S in bekannter Weise positiv, so ist, wie unmittelbar aus 
ativ u. s. f. abwechselnd weiter. 



'dS,' 



Wir haben alsc 
sichtigen : 



'dS, 

■ die vorher abgeleitete Formel berück- 
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"dS, 



(y-y)jg -(—■), 



'i(y-y) 



B. f. 

Setzen i 



(IS, 
■ dioso Ausdrücke i 



r r sin ^ 3- 

da 

dS" 

r r sin ^ d- 



-(«- 



'dS 



^ /[cos^, 



(y-j')Ts- 



4 er Inte grill ein, so folgt 
dS '■ •'d_gjdS, 



■it? 



dS dK, -!- 



f e„*,. [(y-J2dS-("7''' 
und dies ist oiFenbar niciits anderes als 

Nun ist cos S- = ?~-,siii « d- = ^^-^^ ' "'"-ii~!-L. 



ftetKcn ' 






Werthe oben ein, so 
''"dS— (z- 



dS 



srgibt sich 

...^ iz d s 



=/dn. 



(y~y')' + (z— z')' 

Da hier das Cnrvenintegral in Beaug auf x y z und x' y' a' unsym- 
metrisch, das Flächenintegral aher in Beaug auf diese Coordinaten sym- 
metrisch ist, so folgt, dass noch zwei andere Ausdrücke für das Flächen- 
integral existiren müssen, welche wir aus dem obigen Curvenintegrale durch 
eyldische Vertausehung der Coordinaten erhalten werden. 
Es ist also noch 



W 






dS 



dS — (x-^x') „ dS 



-(z^y + (x-xo- 



(S) 



-^ dN - r 



ntcgral / _ 
* ,/ d 



aS-(y-yO:I|dS 



(x-xO' + {y-ry 



Differentiiren wir nun unser Ii 



;. d a nach den Coordinaten 



x' y' z', indem wir hierzu immer den in Bezug auf die Differentiationsvariabele 
einfachsten Ausdi-uck für unser Integral aus obigen dreien auswählen, so 
erhalten wir: 
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(1x7 d N J 1-3 

dv'./ dN ■' r^ 



(S) 



1 /-d' /-^"-"'ds- 



(j-r)j 



.iS 



Integrales W na-eh einer beliebigen Richtung 



also, da 

dW _ dW dx' dW dj^' dW di' 
d¥' ^ dx' dS' + dy'" dS' + dz' dS 

,.(S) 

d 

dS 



/ dS 

dz' 
■ dS' 



ij dS' = 
dz 



JS 



dS. 



+ (y-r)|^ias.^|:dS' 



-||ds 



äj;. 



_i?d 



dl' j 



Um die Function unter diesem Curvenintegrale einfacher darzustellen, 
beachte man, da£9 nach bekanntem Determinanteneatze der Rauminhalt 
eines Parallelopipeds, dessen eine Ecke im Coordinatenanfang liegt und des- 
sen drei andere bestimmenden Ecken die Coordinaten Xiy,Zi , x^y^za , XsysZa 
besitzen, gleich T+XiyjZj ist, oder gleich 

X, (y, z, — z, y,)+ y, (z, X, — X, z.) + z, (x, y, — y, X,), 

Nun sind in obigem Integrale (x — x') , (y — y') , (z — a') die Projectionen 

dS 



von r auf die drei 



'dS 



' dS 



d S dieselben 



Projectionen von d t 



, und 7-ö7*lS', jQi^S', ;fö7'^®' dieselben Projectionen 



dS'""' dS''"''dS' 
von d S'. Lassen wir also dieee neun Grössen Coordinaten von drei Punkten 
bedeuten und nehmen wir nocb den Coordinatenanfang (0, 0, 0) hinzu, so sehen 
wir, dass der Zähler der Function unter dem Integral, welchen wir auch 
schreiben können: 

(x-x') (y-y') (z~z') 

d X , ,, d V , ,, da,,-, 

d-s'*^ dl''^ dS'*'^ 

''"'dS' ^l',^R' ■'"IjH' 
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den Rauminhalt eines Parallelopipeds bedeutet, dessen drei bestimmende 
Kanten der Grösse und Kichtwng nach r d S d S' sind. — lüterpretiren wir 
mm ancb den unter dem Integrale stohc>iiden Nennoi- geometrisch, so cr- 
iialteu wir: 

(S) 

/'Raum-Inhalt eines Par allelopipeds (Kanten = r , d l:j , d i^') 

J Raum-Inhalt eines Wlirt'ele = r" 

Wir erhalten also folgenden bemerkenswerthen Batz; 
Die erste Derivirte des Ausdruckes für den räundichen Vinhel, inifn 
welchem in irgend einem Punkte eine gebchlobsene Curve trscheini, — genoimm» 
nach einer beliehigen Richtung hin, mdem man mtf dem Äugenpunkte eine 
Ortsänderung vomimnd — ist gleich etne^n übe) diese (.hrve erstreckten In- 
tegrale, dessen jedes Element das Vfrhaltniss det EaumtnhaUe zweien' bestimmter 
Pa/raÜelopifede bedeutet. 

Diese geometrische Darstellung des Gauss 'si.lien Fundameiitalintegrales 
für den räumlichen Winkel ist von Herrn Professor Schering gegeben. 

Das hier entwickelte BegränznngsintegTal ist also gleich dem pag. 4H 
abgeleiteten Flächenintegrale. 

Führen wir also beiderseits die Integration über die geschlossene Ciirve 
S' aus, so ei'gibt sich, der Bemerkung pag. 52 zufolge, dass das so ent- 
stehende doppelte Curvenintegral : 

- A^')y(S) [(x X') j d y d '^- - d a d y' ; 
+ (y-y'){dzdx' - dxdz'} 
+ (z-z')Sdxdy'-dydx'}].i,^ 

/"(Ö') /'(y)Ra\iui-Inhalt eines Pavallelopipeds (Kanten ^ r, dö,dÖ') 

■ ' ' Raum-Inhalt eines Würfels = r^ 




gleich in ist, muUiplicirt in die Anzahl der positiven Umschlingungon der 
Curven S und H', diese Anzahl vermindert um diejenige der negativen Um- 
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schlingimgeii. In beistehender Figur a. B. liabün wir eine [lositivc (bei |-1) 
lind vier negative (bei — i , — 2,-3,— 4) Um schlingimgeii, rler Werth des 
Doppelintegrales ist mithin 4 n (1—4) oder 
- 3 . 4 ji. 
Wie leicht zu erkennen, ist es einerlei, weluho der beiden Uurven wir 
als Begränaung von Ji ansehen, d. h. bleibt der Wertli des Integrales un- 
geändert, wenn wir die beiden Cnrven S und S' miteinander vertauschen. 

Dies ist aber nichts anderes als der Eingangs mitgetheilte Ganss'aehe 
Lehi-sata. 

Werden die beiden Cni-ven S und S' als schon geschloKscno mit ein- 
andei 'veisühlungeii so i'it der Woith nnsoies Intogiales «ntei allen Um 
standen =^ Denn dann tieten die Umscbbngimgen stets pixiweiie mit 
entgegengesetztem Vorzeichen int und zi-rstoien sich üso j,(.genBPitig Es 
ist eben dinn möglich die baden ( unui ohne si /u offiun insein m Ipi 
auzieben 

hell al^o das Integral von Null \eischieden sein, so mii't'^Ln die Cmven 
eist nach dei Veisthbngung geschlossen sein Dinn i'-t es nicht mogli h 
die Curven, ohne sie zu offnen von üimndei ^n trennen 

TTmgLkehrt folgt abei bieiau'- nicht diss dxs Integial von Null \(i 
schieden ist wenn die Ouiven nicht ohni, geoflnct zu weiden auseuiandei 
geacgen weiden k innen Denn es sind stets Vei schling ungen einci dei 
Cur\en mit sieh selbst nio^luh welche len Intcgi'vlwLith i !t ndcm 
gleichwohl abei die Tiennung dej f uiven veihiiid in 




Wie bemerkt, ändert die Vertauschung der Curven S und S' den In- 
tegralwerth nicht. Durchsetzt aber die Curve S die Fläche von S' nuUmal, 
ist also das Integral =: 0, so ist iiicbt nöthig, dass darum auch S' die 
Fläche von S nulimal durchsetzt, sondern ee kann eintreten, dass hier eine 
gerade Anzahl, zur Hälfte positiver und zur Hälfte negativer Durchsetzungen 
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stattfindet. Im ersten Falle verscliwbulet also das Integral, weil ni = 1) = n, 
im zweiten aber, weil m = n ist. 

In umstehender Fignr z. E. durchsetzt S die Fläche von S' nuUmal, 
S' aber die Fläche von S zweinaal, doch einmal positiv und einmal negativ. 
Das Integral ist also = 0, gleichwohl laesen sich die Curven wegen der 
Verschlingung von S' mit sich selbst nicht auseinanderziehen. 



XI. Physicalische Deutung der für die Derivirten des Ausdrucks für 
den räumliehen Winkel gewonnenen Curvenintegrale. 

Es war TO /— - ^^ ^^'^ ^"n einer mag netia oben ScbeJbe ii herrüh- 
rende Potentialfimction V in Bezug auf den Punkt x' y' a'. Nach den Ent- 
wicklungen pag. 54 erkennen wir also, dass die von einer magnetischen Fläche 
herrArende Potentialfimction stets ouf drd Arten durch ein 'ober die Begrän- 
zung der Fläche erstrecktes Integral, dargestellt werden kann, und dass die drei, 
in die Biehtungen der Coordinaienachsm fallenden Componmten der von jener 
Schede herrührenden Wirkung die Werfhe besitsen: 

(S) (y„..) -^-^ d S - (.-.■) 5'J d S 

ds' ,/ ' r' 



--:;--/ 

--2^-J^ 



(S) („■)rsas-("Os-|'is 



4S 






Hiev ist, wie unmittelbar mit Rüeltsiclit atif pag. 16, 17 vAi er- 
Iteimoii 

der Flächeninhalt desjenigen Parallelogramm es, dessen eine Ecke im Coovdi- 
natenanfang liegt, nnd dessen beide bestimmenden Seiten durch die Pro- 
jectionen von r und dS auf die yz-Ebene repräsentirt werden. Wir be- 
zeichnen diese Projectionen dnrcli Cy^ und dSya- 
Ebenso ist 

der Flächeninhalt des durch die Projectionen von r und d8' auf die xa- 
Ehene, und 
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der Flächeninhalt des durch die Projcctionoii von r und d S auf die xy- Ebene 
bestimmten Parallelogramms. 

Wir erhalten also für die drei in die Kichtung der drei Coordinatcn- 
achsen fallenden Componenten der von der magnetischen Fläche £1 herrüh- 
renden Wirkung die drei merkwürdigen Formeln. 

y, __ f\fJ Flächeninhalt des Parallelogr.'s {Seiten r^^ , dÖya) 
./ ' itauminhait des Würfels = r ^ 

y, ^ __ A^' Flächeninhalt des Parallelogr.'s (Seiten r^^ , d 0^^) 
.' Rauminhalt des Würfels = r * 



Bauminhalt des Würfels = i 
fm Flächeninh alt des Paralle logr.'s _(Sät6n r^y , d S^y) 
./ ' Kauminhalt des Würfels ::= r* ' 

sowie nach jjag. 55 für die in irgend eine Richtung S' fallende Com- 



ponente : 



(S) 

dv__ rmr ii,d.' _ d-^äf, 

dS'~ /r'L^ 'iclSdS' "dSdS'l 
. ,, jd z dx' dx dz' j 

+ (y— y) lag jg; - jg d&i 



_,,^ Idxdy' dydi'n 



+ {"- 

Wir kümien nun setzen 
dV , ß=^S 

Tl3, d S' =^ -■ 5Ji / Raum-Inhalt des Parallelopipeds (Kanten r, d H, d H') 
" S =Ö r * 

und erhalten hieraus durch Differentiation nach S 

^^^ jci' Aü — (m I^^um-Inhalt des Parallelopipeds (r , dS,dS'). 
dSdS' ^ db - - JJi -— — 

Lassen wir jetzt die x-Ächse in r fallen und die xy-Ebene mit der 
durch r und dS bestimmten Ebene coincidiren, specralisiren wir endlich den 
Fall dahin, dass wir dS' zu jener Ebene noi-mal nehmen, so folgt un- 
mittelbar: 

ddV TQ, iq ™ dS'. Parallelogramm (r, dS) 

dS dS' r^ 

= — m '^ ^' ^ ^^ sm(i-, dS) 

r' 
= _ 9J1 dS'dS sin (r, dB ) 
rr 
Hier ist die rechte Seite bekanntlich nichts anderes als die Wirkung 
eines in dS circulirenden galvanischen Stromes auf ein im Punkte x' y' z' 
befindliches magnetisches Theilchenj wenn wir 9R als die Intensität des 
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Struiaes intiirpretiren, in ötromeinheiten <Jurch die Wiikuiig tiii^ in intgit 
tisühes Theilcheii gemessea. Integrireii wir aleo' beid(,i seits ubei die ge 
aclilossene Curve S, nachdem wir vorher durch dS' dividirt, so ergibt sich 

Mn in einer gesckhssenm Curoe S ciraUirmder cmi'^tanfei tfolDCMiischer 
Strmn ilht mif ein iiiagneUsches Tkeilchen diesdhe WirJiirK/ (tw, icti citit, ton 
jmsr öurve S begränzte magnetische Fläche. 

Lassen wir dS' in die Ebeno von r und dS taüfii so klKt rai 
mittelbar : 

!>('(! liestiUirende der mm Stromeleinente dS ausgehenden Wirkung auf 
einen in der Entfernung r befindlichen Punkt ist sfefe nor^nal zu der durch 
V und dS bestimmten Ebene. 

Bezeichnen wir diese Normale mit N', so ist also die Resiiltireiide : 

dS-dN''^^==""rr^^^'^^''^^>-'^'^- 
Um die in die Richtung <t' fallende Componente au erhalten , mul- 
tipliciren wir mit dem Cosinus des "Winkels zwischen N' und ct', d. h. mit 

— ; und erhalteiL so: 

ddV ,^dN' m . . ,^. ,^dN' 

dWdN' dö- rr v > / j^, 
oder 

ddV ^^. dN' , , 931 . , ^^„ ^^, dN' 



dSdN' ^^~da' 



•wo wir rechter Hand noch Zähler und Nenner mit r multiplieirt haben. 

dN' 
Nun bedeutet -, — da' die Höhe des durch r , dW , da' bestimmten Parallelo- 

pipeds, wir haben also 

ddV ,,, dN' 
dSdN'**^- dV- 

TO R-uim Inhilt des i'irallelopipedä (r j dSjdff'") 

~^rä da 

D. h. Die m eine belichige Birhtung a' fallende Componente det Wt)- 
kling eines Strninelementes dS auf an m det Etttf&tnung i bepndliclie'' magne- 
tisches Tkeilchen ist datstellbar 7mt Hilfe des Bauimnhaltet det durch dte 
Linien dSjfjdff ah Kanten besfumnten Parailelo^tpedet, — 
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Xll. Uebei' die VerscHingungeii und Verknotuiigeu riiuinlicher 
Ciirven mit sich selbst. 



-ß' 



Kehren wir wieder au unserem, die Umsclilingnngeii zweiür räumlicher 
/eu zählenden Doppehntegrale aurück. 
Nehmen wir an, die Curven S und S' seien chiaiidor congruent und 
parallel, so behält unser Integral 

'iß) f{fi') Raum-Inhalt des Parallelopipeds (r , d S^_dS') 
J r» 

80 lange beide Curven sich in endlicher Entfernung befinden, jedes l'alles 
seine bestimmte Bedeutung. 

Da nämlich dann r von NiiU verschieden bleibt, bleibt die zu integri- 
rende Function jedes Falles endlich. Ferner verschwinden nur diejenigen 
Glieder unter dem Integrale, fiir welche die Elemente dS dS' einander 
parallel sind, bei welchen also r dS dS' in einer Ebene liegen, mitliin der 
Rauminhalt des aus diesen drei Linien gebildeten Parallelopipeds der Null 
gleich wird. 

Man erkennt dies sofort, weiin mau beide Curven S und S' als Poly- 
gone mit den Seiten d S und d S' betrachtet. 

Beatehe z. B. die Curve S aus den Seiten dS, dSa dS, . . ., die Curve 
S' aus den, diesen successive parallelen Seiten dS,' dSa' dS^' . . ., bezeiclmen 
wir allgemein mit r„„ die Entfernung von d S'm nach dS„, so erhalten wir 
fttr das über beide Curven erstreckte Doppelintegral die Summe 




H.-Inh. Parallelopiped (dS,',d S,, r„) 

_ R.-Inh. t 'aralle lopi ped (d Si',d S,, r.,) 

R.-lnh. Parallelopiped (d8,',dS„,rp) 
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R.-Inh. Pai-all eiopiped (dSa', dSi,rai) 

Tu" 

^ R.-Inh.^^rallelopiped (dS/^S^r,^ 



und hier verscli winden aJle diejenigen Terme, bei welclien dS und dö' ein- 
ander parallel sind, der Inhalt des Parallelopipedes also auf Null sich reducirt. 
So verschwinden also jedes Falles die Glieder, bei welchen dS und dS' 
denselben unteren Index besitaen. Eine gewisse Anzahl von Gliedei'n wird 
stets von Null verschieden sein und es wird ihre Summe, d. i. jenes, über 
beide Curven erstreckte Doppelintegral, einen bestimmten Werth besitzen. 

Dies ermöglicht, die Anzahl der Verschliugungen und Verknotungen 
einer Curve mit sich selbst zu zählen, wenn wir uns die Curve aus zwei 
einander beliebig nahe, jedoch in endhcher Entfernung befindlichen cou- 
gmenten Curven bestehend denken. 

Den fundamentalen Fall bildet hier eine einfach in sieb zurücklaufende 
Schraubenlinie. 

Die zu einer solchen als ihrer Begränzungscurve gehörige Fläche zeigt 
die Figur: dieselbe besteht aus zwei Blättern, welche in einem Funkte Zu- 





sammenhang eii , im ilbrigeii aber wicli frei durchsetzend in einander über- 
gehen. 

NachKiemann würden wir diese Fläche imd jede andere, welche aus 
einer Anzahl von in einem oder mehreren Funkten zusammenhängenden 
Blättern besteht, Windungsfläche, diese Punkte aber, um deren jeden sich 
also zwei oder mehrere Blätter einer Windungsfläche als um einen ihnen 
allen gemeinsamen gruppiren, Windungapunkte nennen. Wir legen einem 
solchen Funkte allgemein die Ordnungszahl n bei, wenn die Anzahl der in 
ihm zusammenhängenden Blätter n -|- i ist. 

In dem oben angefilhrten fundamentalen Falle ist der Punkt, in wel- 
chem die beiden Blätter der Fläche zusammenhängen, also ein Windungs- 
punkt erster Ordnung. 
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Benken wir uns nun die Bogräiizimgscurve dieser einfachen Windungs- 
fläche aus zwei congruenteii und parallelen CuiTen S und S' bestehend, so 
erkennen wir, da«s die Curve S' die au S gehörige Fläche einmal — in 
positivem oder negativem Sinne — durchsetzt, dass also der Werth unseres 
über beide Cnrven erstreckten Doppelintegrales 

__ /'(S) AS') Raum-Inhalt dea Paralle lopipeds (r, d S , dS') 

gleich 

t 4ti 
ist, + 4 71 iui Falle der Figur a), — 4 n im Falh; der Figur b). 

Dieser Integralwertli ergibt sich auch schon aus der Thatsache, dass 
zwei in angegebener Weise schraubenförmig gewundene Curven eine einfache 
Verschlingung mit einander eingehen. 

Bei einer doppelt gewundenen, in sich verlaufenden Schraubenlinie be- 
steht die zugehörige Windungsfläche aus drei Blättern, welche in einem 




Punkte — hier also einem Wind ungsp unkte zw(iiter Ordnung — zusammen- 
hängen. Die Anzalil der Flächendurchsetzungen ist in diesem Falle gleich 
zwei, der Werth des Doppelintegrales also 
t 2 . 471, 
da die Durchsetzungen entweder alle positiv oder alle negativ sind. 

Den ferneren Fällen 3-, 4-, . . . n-fach gewundener in sich verlairfender 
Schraubenlinien entsprechen Flächen, welche resp. aus 4, 5, . . . n -[- 1 Blät- 
tern bestehen, die je in Windungapunkten resp. 3-, 4-, . . . n**' Ordnung zu- 
sammenhängen. Die entsprechenden Integral werthe sind also beziehungsweise 
_+3.4n, +4.4n, ... ±n.4Ti. 
Nach Allem können wir also folgenden allgemeinen Sa.tz aussprechen; 
De»- Wwfth des Doppelintegrales 

Aß) /-(SQ Rau m-Inhalt des i' aralleiopip eds (r , dS , dS') 



^rr 
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NatUriich lassen sich noch andere Arten von Verknotuiigen einer (]urve 
S mit sich selbst behandeln; doch werden hier die Betrachtungen leicht durch 
die Schwierigkeit, die zu der Curve gehörige Fläche zu construiren , un- 
gleich oompiieirter. — 

Die hier angewandten Methoden lassen sich verallgemeinern auf ana- 
loge Betrachtungen für einen Raum von mehreren Dimensionen. Die Re- 
sultate meiner Untersuchungen auf diesem Gebiete hoft'e ich bei anderer 
Gelegenheit mittheilen zu können. 
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